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PRÉUHINAIBBS. 

Od nomme volonw tout ea qui, existant ponr dob an», a mw 
forme déterminée. 
La limlle extérieure w nomme gnrlhee. 
Elle eit composée de parties dont tes limites se noramentlIgMa. 
La ligne elle-même a poar limite na poiot. 
Le corps a trois dimensions, comme tout ce qui est. 
La surface n'en a que deux. 
Lo ligne n'en a qu'une, la longueur. 
Le point n'en a pas. Ce sont trois abstractions. 

ii.-gIm. tUN. 1 



Il fnul, ilniii rûliiiltilel.! fiùomi'ii-ir-, prociidci' liu simple nu l'om- 
posc, cl commencer par des abslroclions pnur arriver ù la réalité. 

AuBst s'occupe- t-on d'abord de ta ligne. 

Il y a pltuiEun espèces de lignes, qui se Astingnant Ici unes des 
BUtTM pur h forme. 

La ligne droite eit le plus court chemin d'un point à un autre. 

La lif^ne brisée mt «imposée de lignes droites, qol ne sont pas 
disposées dans le prolongement les nnes des autres. 

La ligne conrbe rt'tA ni droite ni composée de lignes droites. 



La ligne droite se dési(ine par deux lettres placées à deux en- 
droits quelconques, si clic est conçue illimitée, et â ses deux ex- 
trémités, si elle est limitée. La ligne brisée comporte une lettre A 
chacune de ses brisures ; la ligne conrbe se désigne pnr des lettres 
mises sur son parcottn à kb point* les pins remarquables. 

Tontes les lignes droites ont la même forme et se ressemblent. 
Biles ne te dliUngoent les ttnes des antres qne par leur longueur. 

Les lignes brlsies peuvent sffaner beaucoup de formes âtlTé- 
rentetf ; telles les tvlvantes : 



On ne s*Mcape en géométrie élémentaire que des lignes brisées 
dlCBiraïUs d» cette troldème, lummée conceie, parce qu'une ligne 
dndla peut la reiKontrer dans sou parcoure en pins de dms points. 

Les lignes conAes ont no nombre ludéfiai de formes. La gtemé- 
tde un tfoconpe que d^iw seule d'entre «Ilef, la otocoatérence, 
qui est détamlnée par celte condHIoD, d'avcrir tam ses poInlB à 
égale distança dtu potat Intérieur nommé mitn. 







Toute djDiieCA limitée, unissant le cen- 
tre à un point de Ift courbe , m nomim 
\a rayon. Le nombn def n^ong d'une dr- 
lonférence eat Indéfini. 

Ils Eont tous égaux, d'après la déflulUoD 
le cette ligne courbe. 
Une droite, telle qaeMN, qui joint deux 
points de la circonférence en passant par le centre, se nomme 
diamètre. Il existe dd nombre Illimité de diamètres, tons éganx 
entra eux comme composés de deux rayons. 

Une partie qoeicooiiDe BD de la eireonrérence se nomme arc, 
et la droite qui Joint ses extrémités, corde. Il y a des cordes de 
toute longueur dépoli Eérojuqa'ao diamètre; ce qu'on fera voit 
en constatant que la longoeni de In coide ett moindre que celle 
du diamètre. 

Il suffira A cet eOèt de Joindre lea points B, D an centre. La 
dndte BD est moindre que la brisée BCD de longnenr ^ide an 
diamètre, comme composée ds deux rayono. 

Une droite, tdlo que AfiCD, qd 
traverse la elreonlSrenco, se nanne 
sécante, qu'elle paue on non par le 

centre. 

Celle PQ, qnl, extérieure à la cir- 
conférence, n'a qu'un seul point com- 
mua I, quelque prolongée qu'on la 
suppose, se nomme tuigoate. 

Lo, diamètre divise la circonférence en deux parties égales. 

Ce fait sera démontré, il l'on prouve que les deux parties peib 
mit s'appllqnar l'une sur l'antre et se couvrir parfaitement. Ce 
genre d'opération, connu sons le nom de superposition, israeoii- 
lent employé pour dénumlrer l'égalité de deux figures. 
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PBraCift» PABTIB. 

SI , en faisant tourner la partie inférieure 
AMB de la figure aatour de AB comme 
tharniiTP, ulle prenait la position AlB, 
" alors CI, distance du centre qui n'a pus 
changé de place, à un point I de sa cir- 
conférence serait nn rayon , et devrait être 
égal i CK, antre rajoQ de In même cir- 
contËrenee; ce qui ne se peut, la partie n'étant Jamais égale an 
tout 

On emploie, pour les démonstrations, des vérités Dominées 
aidomei, qnl sont Incooteatoblea, mais ne peuvent être soumises 
elles-mêmes à aocnne démonstration. 

Ainsi, 1* on ne peut, d'an point à nn notre, conduire qn'ane 
ligne droite; 

3° Deax quantités, ^aies h une traite, sont ^iei cotre 
elles; 

s" Deux ligures sont égales lorsqu'on peot les blre colneider ; 

4' Le tout est plus grand que u partie. 

Une ligne droite, telle que le diamètre AB de la fignre précé- 
dente qui la divise en denx parties égales , et telles qu'elles se 
superposent en la prenant pour charnière ou pli, se nomme ligne 
de symétrie. Toutes les figures sont loin de pusséJer dfs lignes àe 
cette espèce. La circonférence en a une infinité, et c'est lâ un des 
caractères de la perfeetkm de cette ligne, si répandue dans la 
nature. 

La flgore filmée par la rencontre de deux lignes droites , se 
nomme angle; le point derencoutre est le sommet. On désigne un 
angle par trois lettres placées, l'une au sommet, les deux autres en 
dem points quelconques des cAlës. En éDonçant, il faut toujours 
nommer la lettre du sommet la seconde. Ainsi on dit l'angle BAC 
onCAB. On ne dit pas ABC. 

Ln grandeur d'un angle dépend de l'In- 
clinaison mutaclle de ses cAtés. et nullement 
de leur longuenr. Ainsi, que les cAtés s'ar- 
rêtent BOX points B' et C, l'angle B'AC est 
le même que l'angle BAC. 




fiHOUBTHIIi KV^ 

It y a des anglei de frois espcces . 



angle droit, formé par deux 
drolles telles, que BA ne s'inclino 
pns plus vers AC que vers son pro- 
liingement AC. 
Ô Tous les angles di'o ils sont, d'n|iri'S 
leur définition, de même ■:rnmlpur, car ils pi-iiventse superiioscr, 
et leurs eûtes sont dits piriicmliculaivcs i un à i'nulre ; 

"/ 2" L'angle obtus, plus ouvert qu'un 
I / BDglB droit, tel CAB; 
i / s'L'angleafgDinialnsouvertqu'an 
Z angle drcdl, tel CAB. 

La tl^iiii: piiccdcDtebit TOlr qn'aiee deux droRo, telles que 
BA et Ci:, on forme dcluc angles, llm aign, raotra obtai,'qut se 
tienniiii p;ir un de leurs cfltés et ont le sommet «u mfcne point, 
leurs seconds cfttcs AC, AC étant le prolongement l'un de l'floire. 

Ces Bunlt's ont reçu le nom d'adjaeeols. 

Ils se nomment aussi supplémentaires, parce qu'en redressant la 
droite AB, l'angle aigu s'ouvre au détriment de l'angle obtus, qui 
«e fercne. 11 arrive on moment où la droite AB prenant la posi- 
tion AB', les deox angles derienneot droits. Mais la somme de 
ces nouveaux angles est égale & celle des premiers, puisqu'on n'a 
fait qu'ûter à l'on pour donner è l'autre. On dit en conséquence 
que deuï angles adJacHits sont supplémentaires, c'est-à-dire que 
leur somme est égale A celle de deux angles droits. 

Il résulte de là, 

1" Que si deox droites, telles que AB, CD, se traversent, les 
g. quatre angles valent autant que la 

\ / réunion de quatre angles droits, puis- 

\ / j qne la réunion des deox aa-dessus 

Â\ ' ' de AB vaut' deux droits, et quil en 

/ \ est de même pour les deux au-denons 

»/ deAB; 
Qu'il en seraitde même des six angles formés, si une troisième 
droite MN venait passer parle point 0; 

ï° Que les angles COB. AOD, dils opposi'S nu sommet, sont 
égaux.car Ils sont tous deux supplémentésparlemème angle AOC, 
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I / celai Blgn BAC pour le rendre droit, et 

l'angle BAD quH fandralt retraocher k 

l'angle obtus BAC pour le rendre droit, 
a\ se Domnent tous deux angles compté- 

\ meDtaires, I'dd de l'angle aigu , l'autre 

A B de l'angle oblos. 

Lorsqu'on an^^e n'est pu droit, tct eAita «wt cUta (dillqaei fnn 
l'antre. 

Lorsque deux droites ne peuvent, étant tracées sur le même 
tableau, eb rencontrer â quelque distance qu'on les suppose pro- 
longées, elles sont dites parallèles. 

Ainsi on conçoit que deux droites puissent occuper k l'égan) 
l'une de l'autre trois positions disUnetea : 

1° Perpeiidienla]res,lor«queDCnetfiD- 

.* £1 ^ clino pas plDa vers CB que venCA; 

/i 3° OUlqDK, lorsque CDi'inolioe plus 
/ lers CB qm «n CA; 



ç 2. 3° Pamilèla, lorsque entre CD et AB 

00 ne peut eoneevolr anoon point commun, 
à quelque dbtance que eei dnlles soient 
~ sopposiei prolongées. 

On nomme triangle ht figure fermée, composte de trois lignes 
droites qui se rencontrent dens & deux. Ainsi, ABC est un triangle ; 

et l'on peut, pour l'énoncer, mettre les lel- 
très A , B , C , qui sont nu sommet des trois 
/ ^"^^^ angles, dans un ordre quelconque. On a 

/ ^'v^. pris rbabitude de représenter par a, h, c, 

* " les cWit OEqpwés aux trois angles, qu'on 

pntt désigner (duenn par la senle lettre écrite an sommet Ainsi, 
ondtt;lestrol8>ngleBA,B,C,«leBlrotacûttao,6, e. 

Si In trois oAtée émit demfane longueur, le trfui(^e prend le 
nom d'éqnllatémi. 



OBDMmil SVHTBKTIQUE. T 

ABC est an triuigls équilalcral. 
SI les deux cAtéa AB, BC sont seuls tgnux, le 
(rlai^le te nomma iweèle. 




EdAd, si un des augles était droit, le triangle 
preodrait le nom de triangle rectangle , et le 
dtté BC, opposâ a l'angle dndt, se nommerait 
hypoUiéonse. 

On nomme liautenr d'an triangle bh perpea- 
dienlalre H abalaée du sommet d'oo de sm an- 
gles snr le cfité opposé. 

Ainsi, dans le triangle ABC , il existe 
trois hauteurs, qnl sont les perpendiculaires 
BD, CK, AO. Le c6tc du tHsngle sur le- 
quel tombe la faanleur se Domine base. Un 
titangle adonc trois baseset trois hauteurs. 



La hauteur d'en triangle peut ne pas être con- 
tenue dans son intâiiew. Ainsi, BD est une du 
hauteurs du triangle ABC. Dans ce CM , elle m 
termine sur le prolongenisnt de la base AC- 

qnadrllstire la Sgnn fermle composée ds quatre 
IlgMl droites limll^. ABCD est un qoa- 
drUstèn; et les droites AC, BD, qui Joignait 
le* sommets de àeai angles opposés, por- 
tent la nom de dlsgonales. 



Si les côtés d'an quadrilatère sont paral- 
lèles deux à deus, U preifd le nom do paral- 
lélogramme. ABCD est un porallélogramm*. 



(•) U mot abaluéi » M idoplé pour indlqiitt ait pafpsndioiWrc cosdiiile 
k une droKa par un point «xlérinir; et ulsl Slm^poDr It peipewliciliira pu^ 
Itnl d'un polit d« la dnrite. 



PASHiisB rtBViB. 
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7 



Il porta le nom de [oiaiige il, ratant paml- 
lâlee d«u A dm» , lei cAtés dSTieDDeiit i%V3X 
tous les quatre. ABCD est un losange. 



X 



Si les quatre Bi){;les du parallélogramme 
deveDaicnt droits, il fic Dommerait raetangle, 
ABCD est un rectangle. 



Si les quatre nugles dQ hMDge devenait 
droits, la figura prendrait le nom de carré. 



Difln, & daai un quadiUitère deux eOtéa 
opposéi seulement épient parallèles, sans 
,aDcnne condition ponr les deux autres câtà. 



la figure se uammeralt trapèze, les deux cAtcs parallËles AB, CD 
recevant le dénomination de bases. 

Dans an parallélogramme, deux des cAtés parallèles portent 
^lUBl le nom de bases. 

Ainsi, danila parallélogramme, il y a deux systèmes de bases, 
comme dans le losange, le rcetangle et le carré. Dans le trapèze. Il 
Q'ïaqB'iui q^Btèmedebues; et dans le quadrilatère quelconque, 
il n'y en a pas. 

Lon^e, dans mi ndangle on un carré, on a cbolsl les baieti 
on nomme bentear un des deux autres cdtés. 
Lorsque, duu lu panJlék^ramme on dd hnange, on a choM le 
y it o qwtteie des bases, la haatenr cet mw per- 



MN est la banteor dn parallélogramme 



Comme en pouvait prendre pour bases les côtés AD et CB , la 



canfa, reelai^itei, psnJKtogrmnnMS, kwanges, <mt donc deux 
systèmes de bases et deox hantenis. 




pmdleolaire abaissée nr la base Inférieure 
d'nn point de ta base sopérleure. Ainsi, 



ABCD. 



droite PQBeialtU 



Les figures nommées 




Le trapèse ABCD n'a qu'un seul aystème 
de bases, les droites BC, AD, et qu'une hau- 
^tciir, MH. 



GÉOMÉTBIE STHTHBTIQUB. 9 

Une figure aj' an t u II nombre de cAUt mpérleorà quatre, arefu 
le nom général de polygone. 

11 y a cependant certains cas d.ms lesquels on désigne par Isa 
mois pentagone, hexagone, nclogone, dodécagaiWi pentédéâgon^ 
Icï polygimcs ayant cinq , sis, huit, douze, 
quinze côtes. 

AIICDFGU est un polygoae pour lequel 
Im lignes nommées ttascs et hauteurs n'eils- 
lent pas. Les droites CA, CH sont des dia- 
gonales. 

On nomme théorème un prlndpe ayant besoin de démonstra- 
tion ; le ralsonuement à faire pour établir la vérité du tbéorème 
doit dépendre des données de lafuettton nommée hypothèse. SI 
on cherche à déDumlrersans foire tuage de lliypotbèse, on con- 
melone faute eapltale, car la vérité d'nn prindpe ne peut dépendre 
qnedesdoiuiées. 

Dans on problème, an contraire, la vérité est acquise. On ne 
cherche donc pas une démonttratioo , mais bien Ici constmctioiis 
néeeesBlne pour parvenir au résultat de la quesUoa. 




SGAUTË DBS TRIAMGLES. 

Proposition (I). 

Toutes les fois qo'U s'agira de dén»ntrer l'égallléde deux angles 
ou côtés d'une flgare, on cherchera si ces éléments font partie de 
deux triangles dont l'égaillé soit manireste. 

Cette relation étant de toutes celles primitives la plus facile ii 
établir, parce que le triangle est une flpre fermée, et la plus 
simple, on commencera par In recherche des cas d'égalité des 
triangles. 

SI In deux triangle) ABC, A'IfC ont 
angle B = ongle B', 
eûléAB = cûtéA'B', 
cfitéBC = cfitéB'C', 
ils sont égaux ! ce qu'on va démontrer par 



la MperpontkM, en n^rUnt te ueona irtBDgle mr le premier. 
Od commenoera pw pom A'B' mr son égal AB ; alors, ea vota 
de r^llté ûomtée det anglw B et B*, le cAté BC suivra la direo* 
tioDBC; eteemme CCI c6tés sont ^ui parhypotbtae, lespdntt 
CelCie nperpOieRHit. Alors les iraIsuuninebâIaiitcoDfondni, 
les triangles se senmt couverts. On énonce ainsi ce théorème ; 

Denz Monghs sont égaux lorsqu'ils ont un angle égal eomprii 
entre cMés respeetivemait égimx. 

De l'égalité de ces triangles on déduit les trois conséquences: 
angle A = angle A'; angle C = angle C ; AC = A'C. 
Héclproquement, si on suppose A = A',C=C', AC— A'C, 

en plaç.nnt A'C sur son égal AC, les droites 
A'B', CB' prendront les directions de AB et 
de CB, en vertu de l'égalité des angles A, 
A', et de cenx C, C. Le point V devant 
s'arrêter à la fols surAB et sur CB, cou- 
vrira le point B : les denx triangles sont dono dganx. On énonce 
ainsi ce théorème : 

Deux triangles sont égaux lorsqu'ils ont un cdté égal tuffaemt à 
deox angles respectivement égaux. 

Propotitim (i). 

La superposition n'a réussi coaune moyep de démonstration 
dans les denx cas précédents, que parce que certains angles suppo- 
sés égaux forçaient les cAtéa non superposés i prandre In même 
direction. 

Si on admettait l'égalité respective des trois cAlés, m moyen db 
pourrait pins sufllm. 

Four créer nne nonralle ressource, on va étudier ce qui arrive 
BU cAlé opposé à un angle, lorsque la grandeur de cet angle se 

modtHe. 

SI on suppose que l'angle BAC. fermé 
psr BC, s'ouvre et devipnne B AC , sis cô- 
tés consemnt leur grondeur primitive, le 
cAlé oppnsé devient fi'C Pour prouvai 
qu'il a fti nndi, supposons que te triangle 
li.\C tourne autour dsACpours'appliquer 
en CAB"; 
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celle ci-coiitre. 




La flgare u ktb alors changée e. 

Si on partage l'angle total B'AB"en deux 
pirdea égales par tine droite, elle sera for- 
cée d'filre telle qae AO, sitaée dans le pli» 
grand des denx ugtes. En anlssant ïtt 
\ B"pofDts 0 et B', les deux triangles B'AO, 
OAB^ seront égaux comme ayant AB' = 
AB" par hypothèse, AO cominun , et angle 
B'AO = angle OAB' par construction. Hb seront ioat dans le cas 
decmudéiaintréi pnçositlon (l) , et pu mite OB' = OB'. 
ise, HgM dndte, est ni<dD(lreqae CO-t-OV, «n CO+OB^, 
ea CBf. 

Lorsque l'angle a grandi , la ligne qui le ferme a donc ang- 

A Si les deux triangles BAC, B'A'C ont 

leurs trois côtés respectivement égaux , 
il suffit de prouver angle A = angle A', 
ponr tes ramener au cas des triangles de In 
; proposition (1). 

Or, si ces angles étaient Inégaux , lea 
côtés qui les forment étant égaux par 
hypothèse, les droites BC, B'C seraient 
Inégales, ce qni est contraire à l'bypo- 
■ thèse. 
Ces triangles sont donc égaux. 

On dit, en conséquence des principes démontres, qao denx trian- 
gles quelconques sont égaux dans trois cas : 

1° Lorsqu'ils ont un angle égal eoftiprt» entre côtés respective- 
ment égaux ; 

a" Lorsqu'ils ont un côté égal (H^acmt k deux BOglec reapecH- 
vement ^aux ; 

s° Lorsqu'ils ont lean trida côtéa rapecUveiiMDt ^nx. 

Telle est la ressonrce A laquelle on aura fWqnenHnent reeoan 
dans ta suite. 

Comme appllcatloo, va va étudier lea pn^iiétéi da triangle 
imamétKieèle. 




Proposition (S]. 
Dans un triangle isocèle , les angles opiwsés aux cAtés égaux 

En elTet,eii unissant le sommet A. an point M, mi- 
lieu de la base, les deux triangles partiels BAM, MAC 
rentreront dans le Iroisltme cns d'égnllté, et par suite 
angle B = angle C, 

Ou volt iucidemment que les deux angles en U 
\ «ont égauSjCtpar suite droits; que les deux angles 
aeo A sont aucsl égaux , ce qui ontottoe cette oon- 
dwlon; 

Dans un triangle Isocèle, la droite qol Joint le sommet au mi* 
lien de la base est perpendiculaire â cette l)Bse,et partage en deux 
parties égales l'angle du sommet. 

La réciproque est vraie; et si les angles B et C sont ^Di, les 
cAtés AB, AC doivent l't^Ire eu elTcL 

Si BA pouvait surpasser AC en prenant BA' 
- AC, et joignant les points A' et C, les triangles 
A'BC et ACfi scrnicnt égaux comme ayant BC com- 
, BA' = AC, et angle A'BC = angle ACB par 
hypotlièse; la partie devrait ttre ^ala an tout: 

résultat erroné, qui entraîne l'impoulbllité d'ad- 

B <^ mettre l'inégalité des lignes BA et AC. 

Il résulte du ttiéorème gui précède , qu'un triangle ne peut être 
équllatéral sans être équiangie, et que, réciproquement, it ne peut 
être cquiaugle sans être équilalêrai. 

On voit, en outre, que dans le triangle équllatéral les trois bau- 
tenra atrautissent aux points milieux des trois cAtés,etdlvbent les 
A. trois angles en deux parties égales. Elles sont en 
e égales, car les triangles AMC, BCH' sont 
êganx comme ayant AC = BC,HC=BM' comme 
moitiés de cAtés éganx, angle ACH = angle CBU*. 
^ Chacnne des liantean est nne ligne de ^imétrie. 

PropotitiiM (4). 
Dans un triangle , au plus grand angle est o^osé le plus grand 
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OÉOIIÉTRIK SïUTHÉTieUR. |3 

^ En etTet, l'angle B étsDt supposé plusgrand 

que l'angle C, on pourra tOBjonrs concevoir 
/ '"'"'bIb B un angle UBC égal à celui C. 

A.^-^ \v AlOTsBDsefaéfc'alàDC.MaisonaAB<AD 

B 0 +BD. Rcmplnçaot DB par son égal DC, on 

obtient AB < AD + DC < AC ! ce qu'il fallait démontrer. 

Si on suppose AB < AC , il faut admetlre C < B ; car si on 
avait C = B , il s'ensuivrait Al! = AC , égalité contraire à l'hypo- 
thèse. Si OQ suppose C> B, ou aura AB>AC, l'invBrse de l'hy- 
poUit«;donc C<Biixqn'lifallaltdËmoiitrer. 

^ Proptatlien (i). 

La ligne brisée ABCD, nommée enveloppante, est plu grande 
que celle AFED, nommée enveloppée {*). 

En effet, CQ prolongeant AF et FB, 
DD a tes Inégalités: 
AE4-F0<AB+B0, 
FE + EI<FO+OC+CI. 
ED<EI +1D, 
qnf, ajoutées membre â membre, 'ce qui est permis, poigqa'ellea 
sont de même sens, conduisent à 
AF+FO+FE+KI+FD < AB+BO+FO+OC+CI+EI+ID , 
iDégaUté qui devient AF4-FE-|-ED<AB+BC+Ca), en dé- 
bamuaiit lei deux membres de leors termes communs. 

THÉOBIE DBS PERPEKIMCDLAiRES ET OBUQUES. 

Propotition [a). 
Il exbte toq]oni8 nne perpeodtcnlaire élevée à une droite AB 

s points C; car on peat 
e droite CO quelconque 
qui forme à droite un angle OCB 
obtus , devenant aigu lorsqu'on loi 
fait prendre la position CO' en lour- 





\ 








/ 
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nant Bjlour du point C. Cet angle n'a pa passer d'obtni à aigo 
sans devenir droit. La droite mobile a donc été à ce moment uni 
que perpendieulnire a Alt. 

Par un point 0 donné hors d'une droite, on peut louj ours concevoir 
une perpenillculiiire conduite à celle droite. En effet, si l'on admet 
une droite quelconque 01> tournant 
/ \ autour du point 0, elle formait à 

/ \ droite, dnns la position OD, un ongle 

j -/- A Bi);u,et[Ians cclleOD'un angle obtus. 

/ \ Ell<- a doiie,à un moment donné desoo 

" " niuuvcmeut, formé un ongle droit. ' 

Toute droite difrcrcntc de la perpendicnlolre se nomnie oblique. 
Elle est plus longuu que la perpendiculaire; les obliques qui 
s'écertent également du pied de la perpendiculalrs sont égàet, 
et, de deux obliques, celle qal s'écarte le plus du pied de la perpen- 
diculaire est la plus gronde. 

En effet, soit In perpendiculaire 01 pro- 
longée d'une longueur égale o elle-même PO', 
et soit joint le point U' à eeini C, on aura 
OPO' < OCO'; donc DP < OC. 

Si PC = PD, on aura OC = OD, en vertu 
de l'égalité des triangles CPO, OPD. 
PA étant plus grand que PC, el on unit A et C, on aura OCO, 
<0A0', proposition (5) ; donc OC < OA. 

L'angle GAP e»t moindre que l'angle OCP, car angle OCP 
= ODP; or, dani le triangle AOD on a 0D<;AO; donc angle 
OAD< angle ODA. ou que son égal OCP. 

On pent done dire que de deos obliques la pins grande est celle 
qui fait l'angle moindre ovec la droite sur laquelle elle tombe, 
cesanglea étant comptés dans le même sens. 

La droite perpenâlcnlaire an point milieu 
l'une autre a chacun de ses points éqnldis- 
tants de ces deux eitrémltés. 
j Ene&iet, OA,OB>ontdesDbIlqne8ëgales, 

I pan» qu'elles s'écartent paiement dn pied 
H de la perpendicnUre. 




Tout point 1 e;ilérleur à MO est Ini'gnlement dUtant dei poiDt» 
AetB, carona IB<IK + K&<IK + KA. 

Ce dernier bit établit qu'il n'y a que les points de la perpendi- 
GDlalre qui joalsient exlusivcment de la propriété d'être équidis- 
tantB des extrémités A et B; et, par suite, on en peut conclure qor 
tout point équidlatant des extrémités d'uoe droite appartient à le 
perpendiculaire élevée en son milieu. On volt dooe qoe la perpao- 
dicnlaire élevée an point milieu d'une corde de la diGonférence 
contient Déceualremeot le centre. 

CAS D'ËGAUTË DBS TBIANQLES BECTAHGLGS. 

Dana toat trlai^le rectangle, rbypoléatwa eit le pina grand da 
Iroii o6téBi et, par suite, l'angle droit* est k piQi grand de tnto 



Proposition (7). 

Deux trlauglee reclaogles sont égaux lorsque, outre leur angle 
droit, ils ont deox de leurs parlieg consli tuant es égales, pourvu 
que ces parties rentërment au moins un c(>\é. La restriction ap- 
portée eux cas d'égalité des triangles quelconques, par les mots 
compfls et adjacents. D'est plus nécessnire ionqne les triangles de- 
viMtaBt rectangles. 

En efftt, El on admet angle C = C, hypoténuse BC= hypoté- 
Dose VC, on pwura placer ces deux lignes l'une sur l'autre. En 
vertu de l'hypothèse , CA' prendra la direc- 
tion de CA, et le poinlA'tfairéteraeti A. Car 
s'il n'en était pas ainsi et qne A' pflt s'arrêter 
^en A", alors la triangle ffA'C serait devenu 
BA''C, donc l'angle BA"C serait droit; mab 
SAC l'est déjà. Il y aurait donc deux perpen- 
diculaires distinctes, BA", BA, condnlted do 
point B à la même droite. 





= VC,Bk = Vk'. 

En roperposBOt FA' à BA, le câlé A'C soi- 
TTB la ffireeUon AG, en verto tie l'égalité des 
angles diotts A.' et A. Le point C srarretera 
. en C ; car «'Il en était antrement et qu'il m 

''■ttuM en C; on aurait alors BC"= BC, et 
par suite = BC ; c'esl-à-dlre que deux obli- 
ques BC et BC, iDcgalement diBlantcs du 
r pied A de la perpendiculaire, seraient égales, 
ce qui est impossible. 
Il nipposé BA =- B A', angle C = angle C. 

n superpose B A' à BA, A'C prendra 
la direction AC, en vertu de l'égalité des sn- 
glcsdn^tiA'etA. SI le point C pouvait s'ar- 
' îT en C", alors angle BC'A serait égal 4 
B'CA', et par mite, d'après rhfpothèie,A 
BCA, résultat contraire aox théorèmea «ir 
les perpendtenlalrM et les oblfqnet. 

C'eat en nHlteant les m d'^allté des triangles quelconques et 
rectangles, qu'on démontre des propriétés qui permettront d'ef- 
teetaer avec la règle et le compas, seuls instruments dont la géo- 
métrie élémentaire iaiw bire nsagCf les problèmes fondamestn». 




PROPRIÉTÉS DE LA CIRCONFÉRENCE. 

Propoxilion (8). 



\ ■ Dans une circonférence, deux cordes AB, 
AV, anpposées égalea , sonstendent des arcs 
'jr éganx ; et réciproquement des ares éganx sont 
soostcndns par des cordes égaler. 



En effet, en traçant par le point M, milieu de AA', le diamètre 
WM', et conduisant les rnyons CA, CB, CA', CB', il résultera , de 
l'égalilé des triangles ACB, A'CB', celle des angles ACB, A'CB'. 




Bepllant donc la figure sotoar du MAI', A' s'nppliquern en A pnr 
lollB de Ift position du point M. CA' couvrira donc CA. CB' pren- 
dra la direction CB, et s'arrêtera en B, les rayons étant égaux. 
Les (Oints A' et B* coaTnûit les paliflB A et B, les denx demi- 
ctrconrérencea se superposant d'aillean, on est en droit de con- 
clurparc\'E' = afcAlJ. 

Si , mi ces tli-ux aies soDt SDpposés égaux, la figure 

étaot piit^i^ tuivaat .M.U', en l'absence de tonte considération de 
triangle, les points A', B' couvrent les points A et B par suite ^e 
l'hypothèse et de In positlan assignée au point H ; donc les cordes 
se superposent. 



Les cordes ^les sont à égale distance da eentre, et rédpro- 
qoement. 



Les triangles recCangles MCB, M'CB', sont égaux comme ayant 
CB = C'B', MB=M'B'; donc CM = CM'. 

S) on suppose, an contraire, CM — CM', les mêmes triangles se- 
ront Ëganx, et permettront de conclure MB = H'B', et par suite, 
AB, dooUe de la première de ces lignes, égale i A'B', donble delà 
seconde. 



De denx cordes, la plus grande soostend le plus grand arc, et 
est plus rapprochée du centre. 



PrapoaitioA (s). 




En eftït, si on atiBlsse du centre des per- 
peudicutaires sar ces cardes, elles mesureront 
L les dislances comme étant les plus courtes, 
ji' et devront aboutir ans points milieux des 
' cordes, puisque, dans un triangle Isocèle 
ÂCB, 1k haotenr rencontre la base en sou 
milieu. On peut dire aussi : 



PTOpotiiion{ii>). 
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18 PREMiftni pinriB. 

Soit nppaBé corde AB plu grande qoe corde A'B'. 

AlonlGadeui triangles ACB, A'Clï, 
lbnt*(rir qnel'ia^ACBeatplDsgraDd 
qne l'angle A'CB'idoDC en pItBDt, sui- 
vent MM', CA' B'appllqnen nir CA , 
^ et CB'toinberaetiCB^;d<incA'B'pren- 
dra, saoschaDgerdegrsDdeur.laposi- 
tFon AB" ; donc l'arc A'B* eit molndra 

I.escieii\ pcTpendictiIntres CN', CN, sont inégales, celle CR'ctaot 
(n plus grnndp. Kii cfrct , CN' s'applique en CN", sans changer de 
grandeur. Or, CN est moindre que CO, et o/ord'oH que CS". 

PrtqxtsUim [II). 
Lorsque itwx. circonférences se coupent, la droite qui unit les 
centres est pcrpcudiculaire h la eorde commnne AA' en sou milieu. 

En eflet, le centre Cestéquidls- 
lant des deux points A, A' de la clr- 
. conférence. Il appartient donc à la 
perpen dlculnirc élevée au inlllen de 
AA'. Le centre C jouit de la même 
proprlcté; donc CC est perpandleu- 
loire mi milieu de AA'. 
I<e point 0 n'est li' mi icii I.C ijup si les circonférencfs sont 
^les. 

La droite ity i'»t uni' ligne ùi: symétrie, et l'on volt que deux 
eirconfércuees ne pËiiveni uvolr un point commun A eu dehora 
de la droilo des centres, snns en avoir un ayinétriqae de l'autre 
côté de cttte droite, e'est-â-dire sllaé à égale distance, et sur une 
perpendiculaire nlinlssée du premier point. 

La droite ce' des centres est moindre qm la somme Ci +C^A 
des rayons, et plus grande que leur dlfijÉrencc; car de llnégallté 
CC+CA>C'A, on déduit, en passant CA dans le second mem- 
bre, CC>C'A — CA. 

Deux circonférences inégnlcs no peuvent occuper a l'égnrd l'une 
de l'antre que les positions distinctes que l'on trouve en laissant 
la plus grande llxe, les plaçant extériearement l'une à l'antre, et 
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blsBDt gtlsaer le contre de In phis petite rar la droKe qal nuit les 
deni cestrei. Od obtleat aiail les positions aolvantes: 




Dans la première position, la distance dei centres est plos grande 

que la somme des rayons. 

Dans la seconde, la distaoee des centres est Égale à la somme 
des rayons. 

Dans la troMème, plos petile que la somme, pins grande que 
la dlfféreDce. 
Du» la qnatrlËme, égale h la différence. 
Dans la dnqnt^e, moindre que la différence. 
Dans la sixième, null«. 

Tontes ces relations smit (lislii}Ctfs,ct , parsuile, la dislnnce des 
centres et les rayons ik' di'iix circoiiri^rfnces éiaat des loiiguturs 
données, on peut déterminer, sans dterlrecescirconféreaces, quelle 
posIUMi,nne fUs tracées, elles occuperont k i'igfliû Tune de l'antre. 

SI les circontèrences étaléot égales, elles ne pourraient occuper 
aneime des trois dernières dtnailons. 

Proposilion (12\ 
Deu^nuglescftaux, ayant lourssommutsaucentre, 
Interceptent sur la circonférence des arcï égaux, et 
rtelproqDGment. 
En effet, soit supposé angle ACB =: angle A'Cff. 
LiiitriangleB kCB A'Cff, ttmUt^msi donc cMde 
AB = corde A'B', et par Kilte nrc AB =s arc A'B'. 




Si on iUijpuso art; AB = ai'c A'B', hs cordes AU, A'fi', qu[ les 
souEteDdcQt, seront égales^ ]es triangles ACB, A'C'B', auront 
lean troli côtés respectivement égaux; leurs angles ACB, Â'Cff, le 
Ktontdonc 

Proposition (13). 




T.D pcrpcnilicu luire ebaIssÉe du centre sur la corde 
passe pur le milieu de chacun des deux arcs sous- 
l tendus; car le point M est équldlstant des points 
'A et B, et l'égalfté des cordes entraîne celle des 
arcs. II en est deméiae du point H'. 



phorlèmes graphiques. 

Trouver le point milieu de la droite AB. 




SI des points A cl B comme centres, 
avec un rayon arbitraire, mais suf- 
asamroeut grand, presque égal â AB 
par exemple, on décrit deux arcs, on 
est cerlaiu qu'ils se coaperonl , puis- 
que la distance AB des ecntrcs sera 



moindre que la somme des rayons , et plus grande que leur diffé- 
rence qui est nulle, tes points 0 et 0', équIdlstantsdeAetdeB, 
appartiennent à ta perpcndicalairc élevée au milieu de cette droite. 
Le point M est donc son milieu. 

Par un point 0 d'une droite non limitée AB, loi élever une per- 
pendicDiaIre. 

^ Si on prend, à partir du point O, 

I deux longueurs égales, OM, OM', et 

I que des points M, M' comme centres 

A K 0 H' e ' on décrive, avec un rayon plus [jrnnd 
qae OM, deoxnrcs qui se couperont nécessairement, les deux points 
0 et t seront équidistants des points M et M'; la droite qui les unit 
sera donc perprodlealalre en O, à la droite AB. 

Par m point O doDoé hon d'à» drolle Intféflnle AB, loi abais- 
ser nne perpeadlcnialre. 



GÉOHBTRIt SYNTHÉTIQUE. 3( 

SIdn point 0 comme centre, avec 
DU nyou SDfQsammnil grand , on 
trace nn arc qui coDpo AB en deux 
^ points H et R, et qae de e» pcdnia 
comme centra on trace deux arcs 
qcl se eoopent en Of, les points O 
^ et seront Indlvldaellaneirt à égale 

distance des points M et N. La droite qa) les jtdndra sera donc 
perpendiculaire à AB , et condrite par ie point 0. 

Faire en un point A', d'une droite donnée A'B, an angle égal à 
rangle ioofié BAC. 

On traeera dn point A comme centre, 
Hf ec on rayon qaelconqne, un arc HR 
entre les cfités dt l'angle A, et dn point 
A' comme centre, avec le mboe rayon, m 
arc indéfini , Eor lequel on prendra nn 
-r are M'H'=NH. 



En ujiiisniiUcs points A' et M', on formera ainsi l'angle M'ATl', 
egtil k MAN, puisque ces angles comprennent entre leors côtés 
des arcs égaux décrits avec le même rayon, de leurs sommets 
comme cenin-s. 
Partager un angle donné BAC en deux parties égales. 

Si entre les cûlés de cet angle, et de son Gom- 
met comme centre, on trace nvcc un rayon arbi' 
traira un arc MN , et que des points M et N 
comme centres, avec le même rayon, on trace 
r deux arcs qui se reneontrent en 0, la droite AO 
sera «Ile demandée , palsque, perpradlculalra à 
o la corde HN, base dn triangle Isocèle HiAN, elle 

partagera l'angle ou sommet en deux parties égales. 

Avec les tnris droites A, B, C, de langueurs déterminées, cons- 
tmlre un triante. 

A Le problëme ne sera possible qn'autant que 

, la pins gronde du tn^s sera midndre que la 

somme des deux antres, et que la plus petite 
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Snr m» droite Indêflale MN, od 
prendra une longueur PQ égale à A , 
et des points F et Q comme centres on 
tracera avec les rayons B et C deos 

5 — H arcs qui se couperont en un point 0. 

La triangle OFQ sera la solution uniqae, parce que tout autre 
triante coustmit avec lei mêmes éléments serait égal à celai-cl, 
puisqu'ils auraient leurs cûtés respectlvemeat égaux. 
Belrouver le centre perdu d'une dtconféreaee. 

il BU point milieu d^e corde quelconque 
^ on ëlére une perpendicnlalie, elle contiendra 
\ le centra dtKCli& 

Exànitaiil la même opération nir une m- 
aHde corda DE, la pcdot de lawontn des 
doox perpendlcaUlres sera le centre. 
CoDdnire une dreonférence par trob poinls donnés non en ligne 
dndte. 

/Les droites qui uniront les points don- 
nés deux A deux seront des cordes de ta 
circonférence à décrire; les perpEn&n- 
laires élevées en lenra niîllea:c contien- 
dront donc le centre, qal sera leur point dlnterHellim. 

La perpendleulalre étevée an roillea de AC devrait également 
passer par le centré ; observation qnl permet d'énoncer qne les Ir^ 
perpendicolaiTes élevées snr les mllienx des trois c4lés d'on triangle 
se rencontrent en an même point 
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THÉORIE DES PARALLÈLES. 

Proposition [14]. 
^>eu^ dioilïs AB, A B'. perpendiculaires à une Irolalëme CD, 
KDt parai! Ë les entre elles. 

** , Ed effet, si elles pouTsienl se reti- 

CADtrer en ud point quelconque 0, 
Il en résulterait que de ce pariot on 
aurait abaissé sur CD deux perpeodl- 

•3 : — ; culalrea dlstiocles, ce qu'on a démoB- 

trc impoulble. 

On doit de i& conclure qu'il exftle toi^ura niw parallèle i une 
droite AB , pOKible à conduire par tout point 0 extérieur A cette 
droitp. 

I En ofïfel, 00 peut toujours rondiilrc 

**[ È~ la perpendiculaire OD ii Ali , et par 

I le point 0 élever OC perpendiculaire 

1 — S "a" a 01). Les drtriles AB. OC, perpendl- 

colaires à la mtme OD, seront, d'après la {«x^lliau pi^tédeute, 
parallèles entre eltes- 

On tdnet qu'il n'ulite qu'oue paralHI* oandsile par le pdnt 0 
àlidroUe AB. 
Toota drolle qil «n coupe une mire renconlre doue a pirallUe. 

Proposition (lû). 
Dmx. droltw parallèlsa oat leur perpendiculaire commune. 

En eOét,!! la droite FQ,perpen> 

S ■ ' ~. dleolahe à AB, ne l'dMt pu A n 

paralWe AV, s'eM qu l'anule WQf 

■X F B" ne serait pas droit. 

On le rendrait tel nu moyen i'vm ÛMtê KKinlie QB",^ul 
serait alors parallèle A AB d'après la propeelttan (14); et 11 y awralt 
deox parallèles QU', Qli ' conduites à AB par !• point 0, ceqolnt 
contraire au poslulalum. 
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Pn^ositiOH (16). 

LonqnË detct dmitei panlIèlM sont coDpéei par une traniver- 
itàe Dommée aécanle, il m forme hait angles, quatre algut, quatre 
riitiis, qui reçolvoit du noau portlcnllen, eu égard à leur poaltiou 
relative. 



Ceax C08 , 00%', cwrespoD- 
Ceux COfi, VCD, atteroes ex- 



J 



Ces angles sont tons <^gniix. En 
4 effet: 
SI du point M , milieu de 00', on abaisse Ml' perpendiculaire 
sar A'B', prolongée en I, elle sera perpendiculaire i AU, puisque 
deux parallèles ont leur perpendiculaire commune. Les triauglea 
rectangles IMO, l'MO' sont éganx d'après la constractioD; leurs 
angles lOH, MO*!' sont donc égaux. Hais lia sont les mêmes que 
ceux COB, A'O'D, Comme opposés an sommet; et par mite les an- 
gles altenies Internes sont démontrés égaux, aussi bien que ceux 
attemei externes et correspondants. 

Les angles BOC, OOV,lDtérleiirsd'onmémeGdté, sontnipplé* 
mentdra, puisque 600* a pour aui^ément O'OA, l'éga de OOV, 
comme alternes Internes. 

Béciproqnemeot , si les angles AOC, O&B' aont égaD;i, les 
<lroltes AS, A'B' sont parallèles. En effet, si du point M , milieu de 
00', on abaisse MI' perpendiculaire sur A'B', et qu'on prolonge 
cette droite Jusqu'en 1, tes deux triangles IMO, MOT seront égaux 
comme ayant 0'M=MO par construction, l'nngie O'Ml' = l'an- 
gle IHO comme opposé au sommet, et les angles lOM, MOT égaux 
par hypothèse. 

De l'égaillé des deux triangles on déduit celle des angles HJ'O', 
MIO. Or, le premier est droit par constractloni le second l'est 
donc aussi; et par suite les droites' AB, A'B', perpendteulaires i la 
même II', sont parallèles entre elles. 



oiOMËTBIB SlflTBBIlQtlI. 
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De la vérité de cette rëdproque, on dédatt on nioyen de con- 
duire par uu point donné ana parallèle à une droite domée. 



prendre arc U'N'=&rcMN, pour qu'en Joignant les pointa 0,V 
par une droite, elle soit pirsllèle i AB. 

En effet, les angles N'OD, ODA, dans la position d'alternes In- 
ternes, sont égaus, comme coraprepant entre leurs côtés des 
arcs égaux , décrits de leurs sommets comme centres avec te même 

La construction se simpliDe.ctsuplont atteint on pinsgrand de- 
gré d'exactitade, en prenant le rayon des arcs égal à OD, parce 
qu'alors te point N' s'éloigne davantage du point 0, et qn'ane 
même erreur faite dans la position de ce point en M' en pro- 
duit nne moindre sur la directlau de OP, que si ce point était 



COHSÉQUE\CES IMS1ÉDIATF5 DE LA TEIÉOHIE 
DlvS PARALLÈLES. 



Dean ansles nyant leurs cûlés rtspeclivcmenl parallèles ou pir- 
pendicu la ires, sont égaux ou supplcmenlnlres. 



Les angle* BAC, B'&.'C", k dUéa parallèles amt, wnt SDpplé- 
mentalrea i*un de l'autre. 




Condaitons du point Olatraniïer- 
saie quelconque OD. SI dn point D 
comme centre, avec un rayon quel- 
conque, on trece l'arc MN entre tes 
cûtés de l'angle ODA, et que du 
point O, avec le même rayon, on dé- 
crive l'arc indéftnt M'C, il suRIra de 



Proposition (17), 




l"eas. Les deux angles BAC, BA'C, à 
cdtés respectivement parallèles, sont égaux; 
_ cor an a BAC =B1C comme correvondantt, - 
et B'IC ^al lul-mtaw à VX'C par la mime 
raison. 



PBIMlèllE PABTII. 

fcat. Lta deai angln BAC, Vk'C, i eO- 
tés respectlvemratpcrpencHcnlalFeietd&Piêii» 
a sommet A, «mt égaux comme ayant le même 
complément CAff. Ua aanUent pa n'Atre qae 
TOpplémentatret , tels les aogl» BAC et 
ffACV 

SI lesBoaHBetsn'éUdeatpasau mirae point, les mânicB relations 
exbtertient eependant- 

y Soient lesaiiRles BAC, B'A'C'àcôtés 

/ respectiicment perpendiculaires. En 

^^l'^;— S conduisant par lu point A les droite» 

\- AB", AC. parallèles à A'fl', A'C, on 

1 i\ aora angle CAB' égal 4 CA'ff, 

1" CBS, et CAB" égal à CAB, S" ca«ï 
donc angle BAC=aDgleB'A'C. 

Four discerner si deux angles dont la cûtés oecapent nne det 
positions précitées sont ùgaax on sopplémentaires, fi bat tegardgr 
■'lia sont de même espèce ou d'espèces dlftérenles, deai Ugin 
■oit Bigu Mit obtus, étant dits de même espèce. 

Proposition (iB). 
La gomme des angles d'un triangle est égale à la snrnme de deax 

En cITet,si, prolon^^i'Hnt AC.on 
conduit pur le point C la droite CB' 
parallèle à AB, la somme des trois 
j (uiglesfanDteMi pointe est égale il ^ 
celle de deux eugles droits. MeU ces angles «not let meiMi que ' 
ceux du triangle , puisque B'CD est égal à BAC comme correa- 
pwidauls et ItCll' égal n CBA comme alternes internes. Donc, ete. 
L'angle IICU, forint par le ci-le BC du Iriniigle et le prolouse- 
ment du cûté fonllgu AC, se nomme aiiyle o.\leriiiUr. II est com- 
posé des deux angles BCB', B'CD, egaujt individuellement ii ceu* 
en B et en A, ce qui pennet de dire, que dans tout triangle, un 
angle extérieur est égal i la somme des denx angles Intérlenr» qui 
Ini sont ofigaai». 




r.ËOMÉTaiE SÏNTUETIQUE. Sï 

De la proposition qui précède, on déduit que, daDSUo triangle 
équllatérol, chaque angle est égal an tiers de deux angles drotla; 
que, dtuis an triaDglenetaDglB,l« Minma dea deux anglet aigns 
est équivalente à naaogla droit; et qn'safln d le triHigta raetaii^ 
était iracèle, cbieim de MB angles n^iia «ratt égd A la iiKdtlâ d'oB 
angle droit 

Deux triangles ne peavoit avoir deux de lean snglei re^ccUve» 
ment égaux, sans qu'il en soit de même des troisièmes. 




Proposition (la). 

La somme îles ongles d'un poljgooe iie diipcnil que du uptiilro 
des câtée, et est égale à autant de fols deui angles droits que ce 
polygone a de ctKéi, QiolBa dcns. 

Ea tSfSL, si psMiQ des sommets on eoo- 
dnlt les dlagonalea W, BP, BD, on ftirme sa- 
t de trlen!;lcs qu'il 5 a do eAlés moins 
deux, parce que le pn'niiiT et It dernier Irian- 
gle fornii'3 cmpluinit des cûlés, alors 

que les autres n'eu emportent qu'un eeui. 
Mais la somme des angles d'un triangle est équivalente t deui 
droits, et la somme des angles de tous les triangles constitue celle 
dû polygone ; donc la somme des angles du polygone vaut aatant 
de fbls deux angles droits qu'il y a de triangles, ou de côtés moins 

Si donc on désigne par n le nombre des cAtés d'un poly- 
gone, on a, pour exprimer la somme de ses angles, lu formule 
S=ï'(ii — a). Si tous ces nngles étaient égaos, l'on d'eux aurait 
wur valeur A = ""t" — " , 

La somme des angles d'un quadrilatère vaut donc quatre 



Propotitim (so). 

, Dans un parallélogramme ABCD, 1° les eAtés 
/ opposés sont égaux ; a" les angles opposés sont 
égam; 3° les diagonales sont inégales, et se 
coupent mutuellement en deux parties égalesj 



4" les dlslances entre [ea bam sont égnles dans tonte Imr 

étendue. 

EaefTet, les deux triangles ADC, ABC sont égaux comme ayant 
on caië égal adjacent à deux angles respectivement éganx. Donc 
AB = DC, AD = BC , a ant;le ABC = angle ADC. 

Les deux triangles ADC, BCD ont deux côtés respectivement 
cguux, et les angles mmpilB sapplémenlalres. 

Lvs diagonales, qal sont lettndfâèmescAtésdeces triangles, Bout 
done iuÉf^ales. 

A,-^ .J^ Le polDt 0 est le mlllea ds cfaa- 

y "^""^'^^ X / ^ togonete, Ml vertu de 

/,.^k::^^^^'^-.s/ l'égalité des tKangles AOB, COD. 

' ^ ''Les deux perpesdlcolalrea AH, 

CN sont égales , eu vertu de régniito des triangles AMD, BNC- 

On formule souvent ainsi le premier de ces principes : Deux 
droites parallèles comprises entre parallèles sont égales. 

Proposition (ai]. 

Si deux cAlés oppo£i« d'an quadrilatère sont égaux et parallèles, 
les deux outres sont forcés de jouir des mêmes propriétés. 

, En effet, si on supposeAB égal et 

Z/ parallèle ù CD, les deux triangles 
/ ABC, ADC sont égaux comme possé- 
' dant uu angle égal compris entre cû- 

tés respcrtivement r{;au)i. Donc AD = BC. 

Kr.de phi^, an'^le DAC = angle ACD. Or, Ils ont la position 
d'nltenies i[iicrnes. Donc AD est parallèle h BC. 
Dans le losange, te) diagonales sont perpendlcnlalres l'ane A 

Ed effet, les points B et D étant égnUIs- 
taots des points A et G, la droite qal les Joint 
doit ém perpendlcnlalre A la dndte AC en 
son point mlllea. Les diagonales sont donc, 
dans cette figure, des lignes de symétrie. 

Dans le rectangle, les diagonales sont égahl et nonparpendlaf 
laires l'une à l'autre. 



M' 
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Dans le carré, elles sont égales et perpendiculaire» entre ellei; 
Elles sont donc lignes tic symùirle. 

Le carré possède cncnrc, comme droitesdeedla espèce, celles 
qui Joignent ks milieux des ciMés opposés. 



IHvlger QDc aroIte donnés AB en dnq p«rUe> ^Ict. 

2^ *" SI, par le point A, on trace dans 



Sr—è S — t" — P — ^ niaiséeBles,AC,CD,DF, FG.GK, 

11 suffira dejolndra le point Eau point B, «t de conduire par les au- 
tres points de division des droites GG', FF, Diy, CC, parallèles a 
KB, poarqne la droite AB soit divisée de la manière demandée^ 
On le démontre en traçant les parallèles CM, DN, FF, GQ à AB. 
Les dnq trianglea ACC, CDltl', FGP, GKQ sont égaox oomme 
ayant on eOté ^al par eomtnicUon, adjacent à deux angles respec- 
thement é^ox. 

Les drtdtes AC", CM. DN, FP, GQ sont donc égales, et par mile 
aosriceUeaAC, CD', D'P, etc., Égales aux précédentes, eomioe 
parallèles comprises entre parallèles. 

SiladivIsIoDAC est arbitraire dans sa longnenr, Il fiint enten- 
dant la prendre telle, qne la droite AK soit d'one longueur qui per- 
mette iSS de ne pas couper AB BOUS un angle trèa-dl£(érent d'un 
angle droit, afln d'éviter rincertltnde de la vraie position des 
points C, D-, P, G'. 



Propoxilion (33). 




one direction quelconque une droite 
indéfinie AK, et qu'on porte du 
point A cinq longueurs arbitraires 



Proposition (53). 




Tonte droite tangente A ladrcon- 
tl^ence est perpendkolalre i l'extré^ 
mitéân ttcfoo. 



En eRbt, st CA n'était pas pei^ 
pendicolsire , soit CO, on aorait 
CO<CA ou oioindro qu'un rqron. 
La prétendue tangente entreriUtdonc 
dans la circonférence. 



!/ 
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L Réclproquemeot, ta perpendiculaire DA 
an rayon CA à son extrémité A, est OOB 
tangente; car toute droite CO sera pliu 
grande que la perpendiealaire CA ou qu'un 
rayon. Tout point de AD sera donc exté- 
rieur à la circonférenee , le point A excepté, 
et, par aolti, la droite AD sera tangente. 



Proposition (34), 

Dwx pBTslIâles AB, A'B', tnter- 
eeptent ait la drconférence des arcs 
DD', 00', égaux entre eus. 

En effet, li do centre on abaisse 
aperpendleulatreà A'B', elle lesern 
Busi à ta panUèls AB, et par suite 
ou aura an) lifts ans IC, 
ara ID n arc 10. 
Betisodiant ces deux égalités membre i membre, m (AMandra 
donearo QD'=aroOO'. 

Ce principe existerait encore d l'une de ces droites, restant paral- 
lèle à l'autre, devenait tangente. 

La droite qui unit les pdiA de tangence de deux tangentes pa- 
talUlea cet un dlBuâtiv. 




PnpoHMo» (35). 

Tout angle inscrit est moitié de l'aiigleao centre s'apuuyanl sur 
le même orc. 




On nomme angic inscrit celui ayant pour 
sommet un point de la circonférence, et pour 
cai«s, soit deux cordes, soit une corde et un 
diamètre. 

Si on angle inscrit BAD a ponr côtés une 
oorde Afi et on diamètre AS, l'angle BCD, 
exiineai an triangle BCA , sera ^al h la 



somme des angles en B et an A. on au double de l'on d'enx, le 
triangle BCA étaut Isocèle. 
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SI lc3 câtÉs de l'anglu Inscrit sont deiiK 
cordes coroprctiant entre eltca 1o centre, 
en traçant \c diamètre AO on voit, d'après 
lo C!i3 précédent, que chacun des angles 
BCO, OCU csl double do cliacun des angles 
BAO, CAD; donc l'angle tolDiBCD est dou- 
ble de BAD. 

Si les eûtes de l'angle inscrit BADqc com- 
prennent pas le centre C, en Iraçaot le dla- 
,. mètre AO on voit que diBcaa d» angles on 
Centre 0GB, OCD est double de «bacon des 
angles inscrits OAB, OAD; donc la diffé- 
rence des deux premiers, on l'angle BOD, est 
double deBAD, différence des deux derniers. 

Il suit de lâ que tous les angles tels que 
ABD, AFD inscrits et s'appayant sar le 
i. même are AD, sont éganx comme moitiés 
du même angle an centra AGD. 

L'espace compris entre l'arc et la corde 
portant le nom de segment, on dit que 
tans les angles inscrits dans le m6iae seg- 
nient sont égaux. 

Ils sont otgUB si le segment est plus grand 
qu'un demi- cercle, comme moitiés d'un angle 
ou centre ACD, moindre que deux droits. 

Ils sont obtUB al le segment est plus petit 
qu'on daml-oeralc, l'angle AB'O Étant moitié 
de l'angle AGI) f pluigmnd que deux dnrils, 
qui correspond à l'bra ASD. 

Si le scpment est égal à uodeml-cercle, les 
angles qu'on v Inscrilsont droits. En effet, 
si au cL'iitie C ou élève la perpendiculaire 
B CD au diamètre, et qu'on trace les cordes 
DA,DB, lea deux tTinnglH DCA, DCfi lont 
tmtangles dfsocUes ; doue rifflcnn du angles 
ADC, CDB est égal & nn deml-drolt. Leur 
somme ADB fonne donc an an^e droit. 



3! PBRUIÈRE FtBTIE. 

Mnis tout antre nngle AIVB, Inscrit dans le' même Begraentqne 
ADB, lui est tgal , < t par suite rsl droit. 

Propoïi7iojt(2C). 

Tout angle BAD, rorme par nne corde et 
tue taDgeete, est nudtié de l'angte an ceotie, 
comprenant Tare AD entre sn oAiéa. 

En effet, l'angle AFD, tbrmé par te dia- 
mètre conduit du point A et Is corde DF, 
est égal a l'angle en dlieosslon BAD, eomme 
ayant ses eûtes respectivement perpendlea- 
laires aux siens. 
Mais l'angle DFA est molUé de DCA, donc son égal BAD est 
aussi molUâ de DCA ; ce çpill fiillait démontrer. 




La droite qnl difitenn an^ en deux parties égales, a ehaeon 
de ses points éqnidistant des denx côtés de l'angle, et tout point 
Lt pas â celte droite est inégnlcmcnt distant des deax 

cUés. 

^ Soit AM cette <3rolte. Los perpendiculaires 

Dl, DK, que d'un de ses points on abaisse sur 
AB, AC, sont ^ales, pitrce qu'elles appartien- 
nent k des triuglei roetangln ADK, ASI, 
égaux enz-mêmet. 
D'an point 0 extérieur à AH conduisant 
A° les perpeudleolaircs OP, OQ, elles seront iiié- 
' gales. En effet, abaissant dn point F la perpcn- 
c dicnlalre F6 comme ligne anxlilalre, on aura, 
d'après ce qnl a été d^t étsbU, FG = FQ. 
Dans te trïongle GFO,onBGF-|'FO>GO on QF+FO>GO 
oblique, et A /orïfoH qne OP pei^endienlalre, 

r« caractère exclnilf de la droite AH permet d'âlaUlr que le 
centre d'âne circonférence tangente à deux droites est nn des points 
delà ligne qui dlvUelenr angle en deux parties ^alei. 
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Proposition {SB). 

Pmr anddlre nne tangente à une 

circonférence pur no point exlérlenr 0, 

0 il suffira du décrire sur AO , comme 

1 diami'Irt', une circorifi'L-enw qui coupera 
■' celle piopobto nux poiiils B tl ii', qui, 

uois au point 0, faarnirout tes deux 
droites Ofi, OB' tangenies; car les bd- 
glea AHO, AVO éUDt ûnia comme 
inicrlts dans do demi-cercle, ces lignes seront perpendlcoUrcs 
ans extrémités des rayons. On voit en outre que ces deux tan- 
gentes sont égales par suite de l'^^nlité des triangles OBA, OB'A. 




;î; Kti parlngennt en dcnx parties 

k/ . égales les deux anyles A et B d'un 

/ \ triangle ABC, par les droite» AO 

>>- BO, le point de rencontre 0 serti, 

' d'aprésIapropa8itian(3G],éqoldlslaiit 
trois eûtés, et par suite servira de centre à nne drcon(&«nce 
qoi, décrite da rayon OP, touchera les trois cités aux points 
H, N, P. Hais la droite, partageant te troisième angle C en deux 
parties ^ales, devait, comme tes précédentes AO et BO, et au ^ 
même titre, passer par ce centre ; donc les trois droites qui par 
tagent en denx parties égales les trais angles d'na triangle se ren- 
contreat ea qq même point, centre de la drconlénnice Inscrite. 

Les deux centres des circonférences Inscrites et drconscrltes à 
un triangle ne se confondront que loraqne le triangle sera éqol' 
latéral; car, dans ce cas senlement , la droite qiri partage on des 
□nglc9 en deux parties égales est perpendicnlslre an ptintmlllen 
du cûté opposé. 

Le point de concours des diagonales d'an cané est U centre de 
denx circonférences, l'une circonscrite, l'autre Insolte. 

Dans le rectangle, le même point est le centre de la dicoafé- 
rence circonscrite ; celle .inscrite n'existe pas. 



il est te centre d'une clrconféreDce fnscrile; 

nistc pa& 

Le parallélogramme ne posscilc nucuiie (te ces deux clrconfé- 

Eclln, le Irapi'ïe n'a pus de circonféreuce inscrite, etu'en pos- 
sède uoe circonscrite qn'natant qoe s» deux côtés non parallèles 
s«it^|uix. 11 poitedanicecM tenemdc trapècesjmétriqiie. 
PropotiUon (3o). 
Étant donné* deux cMés AB, CD d'tin triangle, et l'angle 0 op- 
poiâ an cUé AB, constralre ce triangle. 

^ Qnel qne mU l'angle O, U eifite 

ç n lofljonr» vm oIrc<Hi(Ëreooe telle, qoe 

mine par là nn legnieot dam lequel 

• , angles insoiti leront ^aox 

A l'sngle 0. 

Alors le sommet da triangle A construire sera sltoé sur l'arc 
de ce Hgnteot, et & tme dlstaoee dy point A égale A CD. Il sera 
donc déterminé. 

On voit par snile que lo problème exige, pour être résolu, la *>- 
luUoD de cette autre question : Décrire sur une droite AB, comme 
corde, une circonrérencc telle que tous les augles qu'un y tnserira, 
et qui «'appnteronl sur AB, soient égaux ù un angle donné. C'est 
ce qn'on nomme un segment capable de l'angle O. 

Si par le point A on traçait ane 
droite iodéflnle AI, et une nouvelle 
droite OK formant avec elle en un 
de SCS points un ongle AOK , égal A 
l'angle donné. Il suffirait de conduire 
*■ *~ par le point Bnne parallèle BC à KO, 

•t de déerlre In drcoBfërenee détemlnée par les trois points 
A, C, pour qne Is problème flU résolu. 
~ Hais Bl la direction arbitraire attribuée A la droite AI n'était 
pas taUa >pA OK rencanMt AB dam le aens da la flgu«, la re- 
lation prëeédoite serait eo défaut Telle Mt la nlKu a fUt 
rcrapUeer le aonstnietloi préeédents par cette autre, exempte des 
mêmes InconvéDlents, 




CiOHilRU SrHTHBTIQUE, IG 

AprËs avoir prolongé AB, 
on formées B avec ce prolon- 
gmeol unacgleDBA'idgal 
à celui donne, et on élève à 
BD CQ B ta perpendiculaire 
BI, qui , par sa rcDCODtre en 
O avec celle HO élevée an 
point H, milieu de AB, dé- 
termine le centre 0, et le 
rayon OB delà circourérence 
à décrire. 

Kn efïet, tout angle ACB Inscrit dans ce segment sera égal â 
l'angle ARÙ, formé par une corde AB et une tangente BD*, puisque 
ces deux angles comprendront le même are entre leurs côtés. Pro- 
portion (3i]. 

Si l'angle donné était droit, leeentre cherché deseendralteDU, 
et MB serait le rayon. 

SI l'angle donné devenait obtus, le centre p 
delà droite AB. 

TBÉOBIE DES HESUBES. 



MÏSL-RE DES ASnLES. 

Mesarer, en général , c'est faire choix d'une unité de grandeur 
variable, mais de forme déterminée et de même espËee que l'objet 
en dlaomioo, pUi «ompter cenbtoi i» fins et paittas de (Mb 
cette aalté est renfermée dans l'ol^et h mesuer ; oo, phis géntn- 
leraent, cherAer le rapport entre cet obfet et son unHé. 

Mesurer an angle, c'est donc (aire ebolz d'an angle, et tiar- 
cher le nombre abstrait, expression da rapport tin immler au 

Afin d'obtenir pour mesures des angles des nombres entiers 
on fractionnaires, on n fait clioix pour unité de l'angle nommé de- 
gré, qnatrc-viDgl -dixième partie de l'angle droit. 

Il comprend entre ses cAlés un arc, trois- cent-saixanttème 
partie de la circonférence, nommé arc de un d^ré. 



Propo,<iliim (31). 




est é;;al au rapport 

jré 

En effet,sienb« lescdtésdedeoK 
angies, et de Imrs lommels comme 
centres avec le même rayoD. on dé- 
crit àeax arcs MN , U'N', Il sera tou- 
jours possible decoDcevolr lepremler 
Mîi divisé en assez d'arcs égaux 
ponr qn'uD d'eux soit Pontenu sensi- 
., blement un nombre exact de fols sur 
M'!S'. Supposons les nombres 6 ct4. 
Kii iioniiiiiitil 'I iti; rrs arcs élémentaires, 00 aura 

, MN en G 

MU =oa, U'i\'^ -Irt, et par suite (HjjjTj^ — — = -• 
Enjoignant les divers points ds division ou\ somjnets, l'augle 
BAC contiendra six angles élémentaires égaux entre cuj, et à 
ceux qui composent l'angie M'A'N'. Proposition (i S). Et eu nom- 
mant b un de cps angles élémentaires, on aura 

MAN ùb a 
MAri< = ei.M'A'?i'=46,etpar suite j^jTf^ ~ ^— 

Rapprochant cette égalité de celle{l,', on en déduit 
MAN 
M;Y ~ ii'A'iV' 
Le rapport de grandeur de deux angles est donc le même que 
celui des longueurs des arcs décrits entre tenrscAtés de lears som- 
mets comme centres, avec le même rayon. 

Ou dit en conséqueoco que ta mesure d'un angle est Égale à 
celle de son arc, et , par corruption, qu'un angle a pour mesure 
l'are compris entre ses cbxés, et décrit de son sommet comme 
centre avec uu rayon quelconque. 

Pour obtenir la mesure d'nniirc tel que AB, nu moyen de l'imité 
a. on porte a sur oB avec un compas; 
et supposons AB = 40a -|- CB , CM 
£ ^\ étant un arc moindre que a. 

nj, En portant a son tour l'arc CB sur 
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n, on trouvera a — CB + ID, poriaiit ID sur CB. Supposons 
CB t= 3lD, augmente d'un reste que le compas ue permette plus 
àe porter sur le précédent. 

En rapprochant l'une de l'autre les trois égalités obtenues, 
AB=-iOa+CB, o = CB-4-ID, CB = 3lD, Il faudra éliminer 
entre elles les auxiliaires C8 et ID. Substitoant à cet effet dans 
Is Koande à ID m valeur tirée de la troisième, elle deviendra 

„CB + ^ = î£-», .«.a = 40B, 

Substituant à CB dans la première sa valeur déduite de l'équa- 
tion précédente, on obtiendra 



Oq voit que cette mesure — n'entratne l'idée de la grandoor 
de l'arc AB qu'autant qu'on fait suivre ce nombre dn nom que, 
d'après sa grandeur, porta l'arc n, et que te nombre abstrait ser- 
vant de mesure a'e^ pas fixe, mais varie avec la grandeur de 
l'unité dioisiepovr l'obtenir. 



MESURE DES SimACBS POLYGONALES. 

Tout polygone ABCDEG peut se décomposer en triangles, à l'aide 
de diagonales conduites d'un de sus sommets A. 

SI donc on savait obtenir la me- 
sure de l'aire d'un triangle, il snffl- 
rait d'additionner les mesures des 
triangles élémentaires pour avoir 
celle de l'aire d'un polygone quel- 
s ■ conque. 
Mais le triangle ^élcrigoant trop par sa forme de celle du carré 
choisi invariablement pour uoité du surface, dd ot)serve qu'il est 
A' mottiéduparalIélogrammedemémBbase 
~/ et de même haotcur que loi, obtenu en 
/ eonduisaut par les sommets B et G des 
droites parallèles aux eètés BA et AC, 





38 FUMiàlR PUntl. 

SI dme on poor^t troaTer l'iire dv panlUlognmiH a 
fonctloD de M base et de sa hMlear, on en dédnlr^ celle da 
triangle. 

Hais deas parallélogrammes 
« ABCD, ABC'D' lont éqalvaleDU 
lonqn'lU ont même base et dea ban- 
tenrs égales, piliqii'oa dXient l'alte 
de cfaacDn d'eux «n ajoutant au tn- 
pèse DABO ioecesatvamenl diacun dn triai^clca CSC, VAS, 
égaux euz-memet. 

Or, te rectangle ABUH Jouit des piopTiétéidu parallélogramme, 
et «et par conséquent équivalent i celui ABCD, de même ban et 
de même hauteur qoe lui. 

Tout revient donc fi (^oonatlre la mesure d'un rectangle en tbae- 
lion de ses deux dimensions, et l'on remarqnen qoe celte 
ligure est celle qui se rapproche le plus par sa AtODe de l'unité de 
Burbce. 

HESimB DB LA SDBPACE MI UCTAHGU. 



PropolUion [SI). 

Deux rectangles ABCD, A'B'OD'.de basée 
égales et de hauteurs égales, sonl égaux, car 
peDwat se superposer. 
Les aires de deux reelangics ABCD, A'B'CD', 
de bases égales et de hauteurs différantes, sout 
entra elke dana le même rapport que ces hau- 
tenra. 

En eOM, AD est suppose partagé en huit 
parties égales à a , et telles que cette unité 
soit contenue dnq fois sur AIT, on aura 
DA B 

DA=Ba, D'A'= 6a, et par suite (i) grj;= ^■ 

St, pu- bms eoa pointa de division, on conçoit des droites paral- 
lèfea aux bacei, le premier rectangle contiendra huit reelanglea 
élémentaires ègtux entre eux , et aux cinq dont le second rec- 



□ D" 

n 



□ 
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tanglesenfOnnâ. Ou aura donc la nouvelle égalité = 
qal, Hpprocbée de la précédente, établira la pmportioD 
ABCD AD 
A'fl'CD' - A'S' 

SI lesdnu HCtangles ABCD , AB CU u'avalent aucune dimeo- 
Eiou commune, on pourrait 
toujours concevoir un rec- 
tangle auxiliaire A'ff'CD', 
aysDt même baie que le pre- 
; nier, même hantear que le 



en comparant ■scceulvement 
d'apréB le théorème précédenti on aurait 
R : If :: H : H', 



Qéslgaaiit par R,It',R" les 
trois aires, el parB, H, D', 11 
les dimensions des premiers, 
mx d«as rectangles A et R', 



Pour ëlimlDcr B* entre ces denx proportions , tl suDIra de ka 
nioltipller terme à terme, ce qui donnera 

a:R':;BxH:Bfxe'. 

On dit donc que les mrAicet de deux rectangles sont entre ellet 
comme les produits des bases par les bantears. 

Le succès de l'élimlnatlaD de l'auxiliaire B' par vole de multi- 
pDcBtion a dépendu de l'ordre dans lequel les deux proporUons 
Étaient écrltâ. Si les denx termes R' s'étaient correspondu, 
râlmlnation edt exigé la division des deux proportions lerme à 



Lu can-é C étant une ligure 
àe l'es]H.-L'e du rectangle, si on 

chtTi'lie la comparaison du son 
aire à celle du recianfile R , 
dont an désigne les deux di- 
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lUED lions par B et H, on aura 

B BXH B H 
E~ axo— a' 
égalHé qnl se traduit aioà : 

La meinre de l'aire du rectangle est ^ale à ta mesure de sa base 
mQltlpIfée pur la mesure de sa hauteur, éamoé que, par eormp- 
tlon, on a transformi en cet autre : 

IId rectangle a pour mesure le produit de sa base par sa ban-' 
teur, 

Cette «(pression n'est vraie qu'A la eondltloa de prendre pour 
unité de sarface le carré ayant pour eUé la droite choisie pour unité 
de longueur. 

On voit donc que, pour obtenir l'aire d'un rectangle, il faut faire 
d'une \imU: àe longueur, mesurer avec cette unité Ib hase et 
la iiauteur, l't faire le produit de ces deux mesures. Le résultat ex- 
prime combien de fois et parties de fois la surihce du rectangle 
contient celle du carré, unité de sivEace. Ainsi que la base renferme 
TS mtlilmètrea et la hautenr 33 millimètres, k mesure de la sur- 
face sera 73 X 38 , ou I C56, et ta grandeur sera 1856 millimètres 
carrés. 

Si In h3X et In Iinuteur d'nn rectangle n'étalent pas mesurées 
avec la nii'iiic unité , ou ne pourrait, d'après le théorème précé- 
dent, faire le produit pour avoir la mesure de l'aire. D faudrait 
commencer par irnnsfurmer l'une de ces deux mesura, pour 
l'obtenir avec la même unité qui a servi h tronver celle de l'aolre 
dimeusioD. 

On voit qu'il ne faut pas confondre un décimètre carré avec un 
dixième de mètre carré. Le premier énoncé ludique en effet un 
carré ayant un décimètre de cAté, et le second un rectangle ayant 
no mètre de base, un décimètre de hauteur, et par suite composé 
de dix décimètres carrés. 

Le |)arailéiQgramme a donc pour mesan, d'après ce qui a été 
démontré précédemment, le produit de la mesore de sa bûe par la 
mesure de sa hauteur. 

Le triangle a pour mesure le prodnlt de la mesura de sa base par 
la moitié de la mesure de sa hautenr. 
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Proposition (33). 

Le trapèze, qa'ou peut considérer comme un triangle tronqué 
par une droite parallèle à an de ses cblés , a une expression sçé- 
'cinlequi ne convient i ce quadrilatère que par suite du parallé- 
lisme de deux de us cdtca. 



AC, 

mesure DAC = ^xAO; 



mesure DCB = -j-xAO; 

t^outant membre à membre, meenre ABCD = AO, 
les denx hauteurs AO , CO' Éiaot égales comme parallèles comprises 
entre parallèles. On dit, en conséqucDce, que 

Le trapèia on tronc An triangle àbaws paralliln a four tnenire 
la deml'Mninie d« basée multipliée par la hastear. 

La droite HH', qni unit les milieux des câléa oon parallètes, est 
parallèle aux bases et iask. à leur demi-somme. En efTet, si par 
le polQt M' on conduit KF parallèle a AD, (ijjure AKFD Cit un 
parallélogramme. Les triangles BM'K, l^M'C étant égaux, les droites 
KM', M'F sont égales, et par suite égales â celles AM, MD. La 
ligure AMiM'K est donc un parallélogramme, comme ayant deux 
c^tés opposés AM, KM' égaux etparatièles} la droite HH' est donc 
parallèle aux bases. 

Elle est égale à laiir demi -somme; car, en qjootant In deux 
égalités 

AB=AK— BK, 
DG=DF-|-FC, 
on obtient AB + DC = AK + AF = ïAK = SHU'. 

^ -*Î±ÎS = M.'. 

Les droites BK et FC, égalei, te sont détraites dans faddllioo. 



PUMIBBI unis. 



Pmporition (S4). 

Deux triangles de baies égala et de haatenrs igiies tant égaira- 
lenls OD oot les mènes alrei, poliqD'lli Mot meUSéa de deux paral- 
lélogrammes démontrés équivalente. 

Il en résulte qne aï, par le som- 
met A d'DD triBDgIe BAC, on conduit 
une droite parallèle a BC, tont trian- 
te formé par ta Jonction d'an point 0 
de cette parallèle aux extrémités de 
la base, sera équivalent au premier. 

On déduit de là le moyen de transformer un polygone quelcon- 
que ABCDFG en un triangle équivalent. 

Car, après avoir tracé la diagonale 
SD qui détacbe le triangle BCD, et la 
droKeCOipanillàtelcettBditgHale, 
y^^i jQHpi'à la reneontre da poleiigg»«at 
' de FD au point O, en unissant ce der- 
nln point à ceux B et D, on pourra 
substituer au triangle BCD son équi- 
Talent BOD. Parlà le polygone, «ans changer de surface, aura 
changé de forme, et le nombre de ses eûtés aura diminué d'un. 

Il sera doue possible, par des opérations successives analogues, 
de ramener le nombre des cÙtÉs à trois. 

Cette opération a de l'imporlance lorsqu'on veut mesurer l'aire 
d'au polygone tracé mr le papier. Car s\ , pour nbtcuii' co 
résultat t on ta décomposât en triangles dont on devrait mesurer 
les deux dimcaislODS, on obtiendrait dts trruurs de mesure qui 
alTeeteraicnt chaque produit, et par suite leur somme. Il y avait 
donc intérêt & diminuer le nombre des dimensions a mesurer; et 
l'avantage de cette transformation devient d'autant plus mar- 
qué, que le nombre des cAtés du polygone proposé est plus 
grand. 
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\ qnl n'altère pm labiateor. 



On yûU, d'après ee qoE pré- 
cède, qo'oa double l'aire d'an 
trlaDBle en donUaiit Is base et lais- 
■ent le MmmetuiinËme point, es 



On eomtmit un rectangle éqnt- 



B 



valent à on trionglB en donnant pour baw au rectangle celle du 
triangle, et poar hanteur Ib moitiâ de sa haatbur. 

Jnaqu'ld on ne s'est pas servi dn calcnl pour demratrer les 
propriétés ita DgQres, parce qu'A lenr forme on ponvait Jnger la 
vérité des principes énoncés. 

Hais lorsqu'on pénètre ploa avant, on leeonUBU la nécenlté 
à'naii on moyen de redierdieiuU^OiItloBjatfalgèbrsvalB 
fournir dans la seconde partie de oe premier livre. 



DEUXIÈME PiRTIE. 

SDITB SE L& WftOlrtTHgl ITHnifelIllIlk 



fJGNES PBOPORTIONNELLES. 



Proposition 

Lorsqu'on dit que quatre droites sont proportionnelles ratre 
eltH, on entend par là que le notnbre obslrnlt, rapport des denx 
premliret, eit égal an nombre abstrait rapport des deux der- 

SI deni droites quelconques MN, 
H'N' sont coupées par brois paral- 

— lèles AB, A'ff, A-B", les quatre 

parllea Interceptées CD, DF, CD| 
W, foHrnisscnt In proportion 

- CD : IW :: C\y : m-\ 
P En effet, si \\>\\ coneoit CD pnr- 
1 tagé eii assez tic pnrtii's égales 
\ pour que l'une d'elles soit conte- 

nue exactement sur DF. et que 
par les dlfl'érents points de dlilsion ou conduise des droites paral- 
lèles au système AB, A'B', A'B', les parties interceptées sur M'N' 
seront égales entre elles, innis non nux précédentes. Et si on dé- 
signe pnr n une des parties de CD, et par b une de celles de CD*, 
un aura, d'aprte la eonstrucllon , 

CD 50 5 . 
CD = sn, DF=:3o, dou = — — 

CD" sft s 

ciy=5*, m-=3b. d-où ^,=Yb = l 

Les deux rapporta égaux au même, sont égaux entre 

eux , et forment par suite la pjoporlion énoncée. 
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Si par le point C on coadaisBit Cf parallèle A TAV, les Kg- 
raenls CD", D'F" sernient ëyaui h cenx CD', DfF; d'où la pro- 
portion 

Cl) : DF CD" : D p'; 
ce qui permet de dire que si, dans qq triangle FCF", on conduit 
une droite DIT poruJIèle & I'qd des côlét, elle divise les deux au- 
trea en partiel pniportioDaelles. 
j On petit par eomponmdo, dédnire de In proportion 

CDîDF :: CD'îDT'i 
les deux nonvelles proportions 

CD+DF:CD ::Cir+irF':Cir, OQ CP:CD ::CF": CIT; 

CD-t-I>F:DF :: OT-t-iyP' : D^, on CP:DF:: CFiFIf. 
Réciproquement, si une droite MN divise les cAtés AB , AC d'an 
lrîmi{;le en parties proportionnelles, 
ou lellcs quu Ui propoilion 

AM : ME :: AN : iNC 
e;iiste , la droite MN sera parallèle A 
BC. En elfel, s'il n'enëtalt pas ainsi, 
' on pourrait cODdnire MO parallèloA 
BCinlOTBon anrall, d'après lapropoïlUwi directe, la proportion 

AM:MB::AO:OC, 
- qui, comparée A cdie donnée, foomlmlt 

An:NG::AO:0Ci 

DU, transposant les moyens, 

AN: AO::NC:OC, 
proportion qui ne peut exister, le premier rapport étant pins grand 

qne l'unilc, et le second molniire. Hais elle serait exacte si les 
deux il'mi illc rsl dèlliitt; i'tlsient; une des deux est donc fausse; 
01', ce ne puiit tire la premicrc qui est donnée ; la seconde n'existe 
donc pas, ce qui annonce que MO, différent de BiIN, ne saurait 
être parallËIe A BC. Donc, etc. 




SI des droites AS, 
AC. AD, AF, rayon- 
nantua d'un mené 
point A , sont con- 
pées par deux paral- 
IÉI«, les paities Inter- 
ceptées AG, Gff, AH, 
HH', AI, ir,ete., for- 
ment une suite pro- 
portionnelle. En efTet, 
d'après la théorème précédent, on a Jes proportioni 
AG : GC :: AH : HH'; AH : HB' : : Al : II' i Al : II' : : AK : KK', 
gnl, l)ées entra elles par un rapport commun, roamUsent la suite 
projiorUaniielle Snoneée 

AG : GG' : : AH : BF : : AI : ir : : ÀK : KS' ; 

et aussi 

AG* : AG : : Aff : AH : : AT : AI : : AK' : AK. 




Propotilim (3). 

Eu appliquant In 'lii'orie précédente, on peut transformer un 
trlanglR ea un reclungle de base doaiiée. En effet, soit BAC le 
triangle proposé, et DF la base du recteagh i coastmire; en 
désignant par 0) sa hautearloeomm^on bots, pour résoudre te pro- 
blème, réqnation 

= DFXic, 



qui aj^rend qne la hauteur chcrchcG doit être une quatrième pro- 
pwttonnellaaiuc trois lignes SF, BC et FourTobtenlr parnne 
cotutmctioo gra[Afqae, Il sofBra de porter sor 1» cAtés Indéflnls 
d'on angle qnelMDqne HNP> HO=DF,NE = BC,HI= ^> 
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dejotodre |»r une droite les points 

0. 1, et de condnlre KS parallèle i 

01. Car, d'après le théorème précé- 
dent , on aura la proportion 

WO : NK : : SI : HS. 



A»|MM<lfo» (1). 

Lb dniRe AM, qui partage l'angle A d'un triangle en deox par- 
f tiei égales, divise la base BG en denx 

Vv^. s^moitiBH, HC, proportioiinels 

; ''--..A. anxcAtiaotUdcentaBA, ÀC;en eT- 

fét, en «ntdtttsant par le pcdnt B 
une parallèle A AH jBsqu*A la ren- 
contre du prolongemeat de AC en 
e triangle OCB, dans teituel AM 
eat paridièleà OB,burDira la proporLon 

OA : AC : : B)i : MC. 
Hais l'an^O est ^1 A celui MAC, comme correspondant; 
l'angle OBA est égal à celai BAM, comme alternes internes. Or, les 
BDgle« BAH, UAC sont ^aux par Lypothèie; donc ceux AOB, 
OBA le sont aussi i et par suite OA eat ^1 à AB, par lequel on 
peut le nrnfdacer daus la proportiou précédente, qui devient alora 

BA:AC::BU:UC; 
ce qu'on tonlalt démontrer. 
Réciproquement, il dau le triangta SAC le point H est placé 
^ de telle sorte que la proportion 

ï--,, BA ; AC :: BM : MC soit exscte, 

'. s la droite AM parlogera l'angle A en 

deux parties égales. Eo efiét, «i on 
conduit BO, parallèle à AU, Jusqu'à 
la rencontre de CA prdengé, on 
* aura ta proport 
OA:AC:BH:HC, 
qui, ayant avec la proposée les trois derolers termes ëgaax et 
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dans le même ordre, apprend qn« OA est ù^al à AB. Le Iilangle 
OAB est donc isocèle. Ahls les angles AOB, OBA sont é^aux A 
aan BAH, MAC, comme correspondBotB et alternes InterneB. 
Or les deux premlen sont rigaux, les deux derniers le loot donc 
ans^; ce qall bllalt démontrer. 

PnpiuUion (4). 

Deux triangles sont dits semblables, lorsque lesaogta dn pre- 
mier sont respect! Tement ëgaux à ceux du second. 

Soient donnés les deux triangles 
ABC, A'B'C, dans lesquels on sup- 
pose A=7A',il = B', C = C'. 
SI, prenant sur AB une longueur 
-c AD' é^'alu A A B', tm conduit VC 
parallèle à BC, on aura, d'après 
la proposition (Ij, 

AB : Air :: AC ; AC". 
Mais Air=;A'B' par construction, et AC^A'C par suite de 
l'égalité des triangles D'AC", lïA'C', qui unt A = A', hypotlicse ; 
AB'sA'fi', coustnicUou, et angle B' = B', comme tous deux 
^nx à B. La proportion trouvée devient Ame 
AB:A'B'::AC:A'C. 
Si par C «n conduit C'O parallèle à AB , on aura 

AC : AC ou AÏT : : CB : BO ou B"C" ou BC. 
Cette noavelle proportloB étant liée à la précédente par nn rap- 
port commun, on a donc la aalte: 

AB : A-ff : : AC ! A'C ! : BC : BC; 
rclatioD qu'on énonce ainsi : 

Dans deux tiiangles semblables, les cAtés forment une suite 
proportionnel le. 

Il faut remarquer que, dans cette suite, les cAtés affectent un 
ordre spécial : ceux qui composent un raémc rapport sont opposés 
aux angles supposés égaux. Ils ont reçu le nom de cAtés bomo- 
logoes. 

Bédproqaement, si lei cdtés de deox triangla fournissent la 
ralU 
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AB : A'B' :: AC : A'C :: BG : B'C, 




les noglu sont respecHveiiiKit tguïx. 
En tflït, prenant AB*Agal à A'B'fCondDi- 



~" " °BantB"C"pantllèleiBC,latriBaglaBem- 
^, '_J^-^c' blaWes ABC, A B'C" fournissent la soile 
proportioimelle AB: AB' ou A'B' : : AC: AC" : : BC: B'G". 

CompnrDnl cette mite à celte proposi'c, on voit que les trois 
premiers termes sont éganxvet dnns le mtlnic ordre; les qua- 
trièmes le sont donc aussi, et par conséquent AC" = A'C, Substi- 
tuant dans ia seconde salle A'C k AC", on reconnaît alors, en In 
comparant à celle donnée, que les cinq premiers lermcs étant éganx 
et dans le même ordre, les sixièmes doivent l'être aussi, et qui! 
Von a B'C^B'C. Alors le triangle AB"C', semblable de ABC 
parconsImcKon, est l'égal de A'B'C,eoiiniie ayant les mêmes câtés. 
Xe principe est donc démontre. 

De ces deux propositions rênnies on doit couelore que, puis- 
que deux triangles ne peuvent avoir leurs angles respecUvement 
égaux sans que leurs cAtês forment une salte proportionnelle, 
et que les cMés ne peutent former une lofte proportlontielle sans 
«ntratner l'égalité des angles respectlh, ces deux propriêtfi sont 
nue conséqoeDca l'une de l'aatie. 

Od peut donc désormais nommer triangles semblablea, deox 
triangles ayant lenrg angles respecHvement égaux, et leurs cAtés 
homolognes formant une suite proportionnelle. 

La propriété de k\ simililude se désigne, en l.niigage vulgaire, 
so\ia W. nom de ressemblniice; et l'on dit qu'un tr.iec est ressem- 
blant à l'original lorsque les grandeurs des lignes sont propor- 
tionnelles entre elles, et les angles respectivement égaux. 

Cette propriété de proportionnalité est le. moyeu que possèdent 
les mathématiques d'Introduire le calcul en géométrie, non comme 
procédé de solution, mais de reeberebe. On ne saurait donc alta- 
dier trop d'importance i ce genre de relatinn qui exclut l'égalité, 
et permet, soit de grandir, soit de réduire tme flgure, en lui eon- 
servant sa forme piimitlTe. 

Deux triangles peavent être semblables lorsqalls Jouissent de 
eertalaes propriétés relatives qnl entraînent aprts dies, soit lé- 
galité respei^ve des angles, soit la proportionnalité des cMés bo- 
moitiés. 



SI les deux triangles BAC, B A C uiit les aiif^tcs A el A' égaui 
^ compris tntre ctilcs fouruissant la propor- 

tion Ail : A'B' : : AC : A'C, ils sont &eni- 



Prenant AB"=:A'B', etct 
. pnriilli'lc n BC, on aura la proportion 

" AB : AB"0Q A'B' :: AC : AC", 



fclk' don 
pr™ 



uite le triangle B'AC 
, BAC, comme ayantMeccedMotar un 

angle t'gal compris entre eûtes respe^vemeol tf^nx} mais 
B'AC est Ecmblubltt à BAC pur constmctloii; donc V/l'C, l'égal 
deFAC, estsuul Bemblsblc à BAC. 



(6). 

Si deux triangle), dont on détlgne let anglea aoBlognes par les 
lettrasA, A'; B, B'; G, O, ont leurs ettéi reiçeeHvenWDt parallèles 
ou perpendlmlalrei. Ib snot serablsbln. 

Eoenétfles Hnglwde ces triangles, d'après les positions rela- 
Utcs dateurs cAtés, sont égaux ou supptcmcntaircs. II suRIt donc 
de démontrer qu'ils ne peuvent être supplémentaires, pour être 
assuré qa'étant alors respectivement égaux, les triangles nuiquels 
lia apparMennent sont semblables. 

Or, sti était possible d'admettre 

A + A'=S^ B+B' = aJ, C + C=i^ 
Il en résulterait, en additlonnaut ces trois égalités membre & mem- 
bre, A+B + C + A'-fB' + C' = 6'', ou la somme des angles 
de deux triangles égale à six angles droits ; résultat Inadmlcelble- 

Si on supposait A+A'=:a<>, B+B' = S*', C = C',od trou- 
vait, en ttdditiannunt de nouveau, A+B+C+A'-4-B's=4''-+-Cj 



Puisque ni les trois angles ni deux des trois ne peuvent être 
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respectivement supplémentaires, c«a angles mdI forcés d'ttre 
égaux, et, par suite, leurs triangles d'être semblables. 

Lei eûtes homologues soat, dans ce cas, ceux qui sont, soit res- 
pectivement parallèles ou perpendiculairesï 

Poar que deux triangles rectangles soient semblables, il sutllt 
qa'llt aient un augle aigu i-gat. 

Si les deus triangles rectangles ABC, A'fl'C avaient les quatre 
'i AB, A'B', BCB'C, proporlionueb. 
Us seraient seiablablei, htcti que ^'ayaat, 
■0 pas leu ai(g)e droit, etpsrsniteleDiBDgIe 
^1 compris entre Ici côtés lupposéspr»- 
portloDDcls; car si on prend BA°=B'A', 
it A'C parallèle à AC, on aura la proportion BA:BA" 
ou B'A' :: BC : ne, qui, comparée à celle donnée, apprend que 
BC" = ]l'Ci Ica (ieniL triangles BA"C', B'A'C, sont donc égaux. 
Mais le premier est semblable à ABC par conslrnction ; le second 
l'est donc aossl. 




Proposition (ï). 
On peni, dans denx triangles semblables, tracer Beaneonp de 
lignes liomalognes, qni feront partie 
d'une suite proportionnelle. 

Si l'on abaisse les 4enx baiileiinf 
analogues BH, BR', Is slinllitàdfi 
des triangles BAH, B'A'H', fournira 
la proportion 

[I) AB:A'B'::BH:BB'. 
Si les angles en B et B' sont partagés en deun parties égales, 
on anra, par la similitude des triangles BAE, B'A'E', la proportion 
(î) AB : A'D' ;: BE : K\i: 
Les sommets B et E' étant joints nux points milieux des côté» 
opposés, les triangles BAM , B'A'M', seront semblables ; car la 
proportion BA : B'A' :: AC : A'C des triangles prlmllib fournit, 

BA:B-.V::^:^;:AM;A'M'; 
c'est-à-dire que les cAlés qui comprennent les angles égaux A «t 
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A' dans les triangles ABM , A'B'M', sont proportionnels ; donc en 
triangles sont semblables, et fournissent In nouvelle proportion 
(1) ÀB; A'» :: BM: H M'. 
Sl| par les pointa milieux des cAlés BA, B'A', on conduit les 
parallèlea DK. Dit', aux bases, les nouveaux triangles semblables 
BDK, B'D'K' fourniront BD : B'D' :: DK: DK', et, par suite, 
2BD : îBD' DK : DK', d'oil (4) AB : A'ff :: DK: Dit'. 

Rapproulinnt de la suite proportionnel le des côtes les propor- 
tions (1). (ï), (3), (■«), on obtient la suite 

AB: A'B':: BC:B'C':: AC: A'C :: bh iB-H';; BEiB-E' 
::BM:B'M'::nK:Dit'. 

Et comme on pourrait tracer dans les deux triangles des droltea 
analogues aux précédentes par uhacuD det trois sommctB, et beaa- 
coup d'autrea droites parallèles aux bases par des points iltaéa aa 
tiers, au quart des longueurs det cdiéi BA, B'A', de, il en tésalta 
qn'on pent regarder deux triangles semblables comme une source 
inépuisable de lignes proportionnelles. 



Proposa 



> (8). 



Les périmètres de deux triangles semblables sont entre enx 
comme denx de leurs lignes homologues, et leurs sarfiuxs entre 
w les carrés de ces mômes lignes, 
BneAËt.delasnite 
AB : A'B* :: BC : B'C :: AC : A'C, 
on déduit par nn eimponendo AB+BC 
+AC:A'B'+B'C'-l- AC :: AB : A'B'. 

La slmllitnde des triangles BAH, BAil' 
foiimlt la proportion AB : A'B' : : BU : Bil', 
qul,combfnâeaTeccelleAB: A'B':: AC: A'C 
par voie de mnltiplicaUon, conduit à cette re- 
lation nouvelle 

S' AB" : A'B" :: BH X AC : SE' X A'C, 

ou les doubles surfaces des triangles, et par aotte les sarhcea 
elleâ-mémes, proportionnelles aux carrés de deuK lignes homo- 
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Ainni, i|ue A'B' soit moitié de AB, alors surface A'ffCr =-^sUi> 
fsce ABC. 

Pr^sidon (9). 

Deai polygones so&t diu lemblablés lorsqu'ils sont composés 
d'un même nombre de triangles semblables cbacmi à chacun, et 
sembla blement disposés. 

Soient doue dfui polygones semblables 
ABCUF, A'B'CD'P. 

On a, d'uprcs la défliiition précédente, 
" AB: A'il" :; BC:B'C';: AC : A'C 
::CD;CD-::DA;D'A'::,etc. 
Toutes les lignes hamolagnes de deux 
polygones >embtnbles sont donc propor- 
I tiODii elles. 

Leurs ELiiKli'a sont d'iiiileurs respcelive- 
menl éj^nux , comEiie eumposés d'un mému 
nombre d'angles élémentaires i'i;dux cliaeuii à eUatun, d'iiprës 
l'hypotiièje de la similitude des triangles constituaals. 

Il D'en est point Ici comme dans les triangles : i'cgniitê respective 
des angles de deux polygones n'entraîne pas la proportionnalité 
de leurs lignes homologues, ni par conséqaent la similitude des 
polygones 

Ainsi, tous les rectangles no sont pas semblables, quoique ayant 

leurs angles respectivement égaux. 

Deux polygones ayant leurs angles l'Mpectivement égaux, et 
Iturs eûtes homologues furmant une suite propurtionnelle , sont 
composés d'un même nombre de triangles respectivement sem- 
blables, et semblablement dlqtosés. 





g En effet, d'après les hypotlièies A= A', 
B=B',C = C,etc, 

AB : A'ir : : BC : B'C : : CD : CD" 

:: m -.lïF:: FA : FA'. 
Les triangles élémentaires ABC, A.'B'C 
sont semblables, comme ayaot ud angle 
égal compris entre cAtét proportlonnels.- 
Oq en déduit angle BCA=angla B'CA', 
e' et BC : B'C ::AC:a'C'. Les triangles sqE- 
vants, ACU, A'CD', sont donc sembloblH 
par la meitw raison, et ainsi de proche en 
proche. 

I«s coDionrs sont entre eu:! comme deux lignes homologues, 
car de In suite proporlionnclle des cAtùs homologues on déduit , 
par un compmendo, 

AB + BC + CD + etc. : A'B' + B'C + G» -|- etc. 
: : AB : A'B' : : AC : A'&. 
Les surfaces sont entre elles comme le* carrà de denx lignes ho- 
mologues. 

Eu effbt, les similitudes des triangles élémenlalres fournissent 
les proportions 

ABC: ATTC-BC': BC, ACD ; A'CD' : : CD- : 05^ , 

AFD : A FD' r : AF- : A'F'-. 
Elles sont liées entre elles par leurs derniers rapports, car on 
ponvalt élever sn carré chaque terme de la suite 

BC : BC : : CD : CD' ; : DF : D'P, de 
On«<loiic: 

Aie : AVC : : ACD : A'CD' : : ALF : A-DT- : : ÂB' : A'B"; 
et, par nn eotapwmdo , 

ABC -I- ACD + AFD : A'B'C + A-CD* + A'D'F : : ÂB' : A'B". 





SI le c6té A'B" était le tiers de AB , la sarrace du second poty- 
gtne serait la nenvlime partie de celte du premier. 




jite droite donnée A'S', homo- 
lognt à AB, m polygone semblable à 
celai ABCDFÛ, H bnt, d'aprta la m- 
DlUoD de (a BiBilHtnde dei patygom, 
c tracerdetdf8^alestelleBqDeAC,AD, ' 
AF, qui déconipogent celui donne en 
triangles; puis construire sur A'Ii' un 
triangle A'B'C eemblablc ù ABC; sur 
A'C'en faire un Donveau liemblable à 
ACU , et ainil de prodw en proelH. 
On aarall pn égalenient porter A'B' 
sv AB, le point A' en A, et conduire VC parallèle à BGjDMja'à 
la rsicKitre de la diagonale AC , puis CD' parailëte n CD, et nlnsl 
de anfte. 



consËQDCHCES m i.» siMiLiTunE des ftsures. 

La similitude des figures est un fait pen impartant par lal-méme, 
mats qnl , par les proportions auxquelles il donne naissance, con- 
duit aia résultats les plus muarquablei. 



Diviser ane droite A 
pnrties égales. 



■ eourte, en un (trand nombre de 



^ Ponr diviser AB en dix parties égaks, on élè- 

• • ^ vera aux deux extrémités deux ptrpendlcalalres 
indéflnlH, sur lesqocdles on prendra dix ton- 
— gueurs quelconques, mais égaies. 
-/ En conduisant par tes pduta de dMsIdn des 

■jj f I, parallèles & AB et la tntUTersale CA, les par- 
ties de Ms parallUA iBtefceptées entre CA et 
CB seront égales «ucensivenuritt ■fui ^, -^i etc., de AB. 
SI ane droite AB étant divisée en mltifmètres, on prend neuf de 

1 I I s i s e ! t .f m ,n ses divisions pour eom~ 

Cl-- I " d poser la longueur d'une 

nouvelle droite CD divisée en dix partiel ^les, (Oiacune des par- 
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lits de celle droite Douvdle vaudra ^ de DillllmÉCri;; uuu des di- 
visions de AD différera donc d'une de AB de de millimètre. 

Si OQ Mt coïncider tme des divisions de AB avec une de celles 
de CD, on est certain qae la suivante de CD se» en retard de de 
mltlimËtre sur celle coirespoodante de AB; la deastèmeen retard 
de de miltiraètrei la suivante de ainsi de snite. 

Si un eut composé CD divisé en vingt parties égales de dix -neuf 
des divisions de AB, chacune de ces nouvelles divisions eflt différé 
d'une de AB de ^ de millimoErc. C'est sor ce principe qu'est fondé 
l'instrument nomnié vernier ou noains. 

Proposition {il). 
SI du sommet de l'angle droit d'un triangle rectangle on ^Isse 
^ une perpendlcnlalre sur son bypotéDiue,il 

est décomposé en deni triangles rectangles 
Â i semblables entre eux et an triangle total. 

/ 1 Enerrel,te3ang1esABD,llACsontégaDX 

^'1 — ^ eomme ayant pour complément le même 

nuglc BAD. 11 ['u est de mému des angles BAD, ACD, qnl ont le 
même complément DAC. 

Ces deox triangles semlilables présentent une partlcalarité. On 
cAté leur eit commaa, relation tout exeeptlotmelle , et qui Intro- 
duit dans la suite une modlflcatloo importenle. On a 
AB:AC::BD:DA::DA:AC. 
Les quatre derniers termes forment une proportion & moyeaa 
égani on contiDue, et qui s'énonce aind: La perpendiculaire 
abaissée du sommet de l'angle droit d'un triangle rectangle snr 
Kon hypoténuse , est moyenne proportioanelle entre les segmeuts 
de l'hypoténuse. 

La similitude évidente de cbaeun des triangles partiels au trian- 
gle total fournit les mites 

BC:BA;:BA:BD::AC;AD; 
fiC : AC : : AC : DC : : AB : AD. 
Et en D'utilisant que les quatre premiers termes de disque, on 
recooaait qu'un des cûlés de l'ongle droit est nne ligne moyeirae 
pi oportiouuelie entre l'hypoténuse entière, et le s^tnent de l'bypo- 
nuse adjacent à ce cAté. 
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Si d'un point O, eilérieur i une cir- 
conférence, on conduit une sécante OF 
et une tangenteOB, cette dernière droite 
est moyenne proporUODDelle entre la »é- 
canto entière et iB parHe mtérleure. 
Eti effet, IM triangles FBO.VBOsoDt 
semblablei, parce qae l'angle 0 lear est 
$ BFO Inscrit, et OBD formé par âne 
>ni égaux, comme camprenaot le mâme 



arc BD entre ieurs cùl 

Od aura, par suite, la proportion énoncée OF : OB:: OB : OU, 
entre certains de ieurs eûtes homologOM. 

Le premier des principes précédents se 
^ /r; transforme en cet antre : 

A : \ Lorsque d'nn point d'une derni -circoii- 
/■ \ fi'rence on abaisse une perpendiculaire sur 
^L— — Ig |g jigmgtre qui la limite, cette perpendi- 
culaire est moyeune proportionnel te entre les denx segments du 
diamètre. 

Car nne perpendiculaire élevée en P, t AB, peot être considé- 
rée comme abaissée du sommet de l'ongle droit C d'un triangle 
rectangle ACB «ir son hypoténuse. 

Pn^oHtion (18). 

Transformer te triangle ABC en an carré éqolvalent. 

A Soit X le côté do carré loconna. On dc- 

'a avoir l'équation 




It faudra donc, pour résoudre graphiquement ce problème, chet^ 
cher une ligne moyenne proportionne 11 s à la biise et a ta moitié 
delà hauteur du triangle donné BAC; ce qui s'e^éeutera en met- 
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tant bout i bout la bue et la moitié de In liauleur , décrivant toi 
cette droite une demi-ijreoaléreiice , et irnçntit cMn jusqu'à u 
rencontre une perpendiculaire an diamètre par le puint de division. 
Cette perpendiculaire wra le cdlé da cnrrtt i hi rt lii'. 

Comme on sait tnautbrmer tout pol.vgonti (;n un triaii)jie éiiul 
valent, le proUime précédent apprend que par des opérations 
eoniéeiitlves, tontetde Inrtgleetdn compas, nn polygone donné 
qaeleonqae peut toqjonn te convertir en nn carré équivalent. 

(M). 

Des deai prqMTtkuH 
BC : AB : : AB : Bl) I umuado triu- 
BC: AC :: AC:1X;| »»tUDgiMC 
s deux ïgnMIés 
Cxlii). AC'=BCXl>C, 
gai, i^oQlécs membre ù momlirs, coiidiristnl à 
Ag +XC' = BC X BP-t-BC X UC = KG (l(D-i-DC)=:BCxBC; 
donc AB'-l-AC =BC'. On dit, pur suite, que le carré IMt sur 
lliypotéDnse d'un triangle reclnugle fst égal à la somme des 
earrés construits sur les deux autres cAlés. 
En plissant AC du premier membre dans le second, on obtient 

ÂÏÏ' = BC' AC , relation qui s'énonce ainsi : Le carré d'an côté 

de l'angle droit est égal an carré del'hypoténuK,diminnédncaTré 
de l'autre cAté de l'angle droit 

Ces résnltats remarqnablea, auxquels conduit l'analyse, poiTent 
être vérifiés par nne constmctlon graphique, 
La réciproque est vraie , et l'on ne peut avoir dans m triangle 
H BC = SA' +1^', sans que ce Irian- 

leMitt rectangle m A. En cfTet, si on 
élève en A nnedrolte Indéfinie AK pei^ 
c pendleulaire à AB, et qu'après avdr 
prisAC=AC, on unisse les potntsCet B. on.aura formé an 
triangle rectangle C'AB, foumissant la relation CI)'=CA>+AB>, 
qui, cumpnréeù celle donnée, fait reconnaître qne BC'est^ali 
KC. l,(-s deux trlnnplFs ABC. \B(" sont donc égaux, leBntMtacA- 
ti's I dniit rrsiiectiiemi'iit; mais le triangle BAC est reetauBlepir 
L'oiistructioii ; ceini ]M'. l'était donc aussi. 
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Ou dédait de ce théorème que, lorsque les trois cAtét d'no trian- 
gle sont donnés DiiiDérlqueraent,OD peut, sans aucnne ccmstnie- 
Uw préalable, savidr tà le trlongls sera raclangle on non. Il mSit 
dSTOlrrilecHiédii ptnagnnddei tnili GMàcMégaiàUsonuiW 
des earréa dei den autres. 

Mai, qoe les trois cUés d'un triangle talent 8 mètres, 4 mëirea 
et fi mètres, comme le cairé^e s est as, nombra égal à la somme 
des deux, set 16, carréi de > et âe4, le triangle formé par cet trois 
UgiMBStra i«(itaiigle,ct aanifi Hritraspourhypaténiise. 

Il en rânlte que si trolk cordes dont les loogaenra sont compo- 
sées da tntolMs, qiuira friget cinq fols la mteie imité, sont 
accCHiplées deax à deux par fiea anneass , le triangle qu'elles for- 
ment , les corde* étant tendues, sera rectangle. 

Cet Instrument, propre à tracer sur le sol une droite perpendi- 
culaire à une autre en an de ses points, ponrra servir à calculer à 
peu prËa, soit la largeur d'une rIvIÈre , sait la dislance à laquelle 
on est d'un point taacces^Ue. It suffira de te placer sur One des 
rWes eu A, ilt-ihTts d'an point 
quelconque B distinct sur l'au- 
tre bord. 

Tendant le triangle de corde 
de manière à ce quele sommet 
de l'angle droit soit en A, et 
un des c4lés dans la direction 
AB, l'antre cdté AC de l'angle 
droit sera perpendiculaire à 
AB. 

IrtOfueur qucicouquii AD, nun 
1 remette de nouveau le trian- 
gle de corde en B dans la position Indiquée sur la figure, la 
droite DF sera perpendiculaire k AD, et par suite parallèle à BA. 

Si, prenant DF arbitrùre, on vise le point B, et l'on amstale la 
distance OD, les deux triangles semblables BAO, ODP fonmlroot 
la proportion OD : OA ::DF : AB, dont les trois premiers termes 
mesarég permettront de calculer AB, qui, diminué de la distance 
AU , fournira la largeur BH. Cette opéraUou, faite en l'^ence 
d'inslruroent de précision, n'est certes pas rigoureuse, mais rofO- 




Si ou preud sur AC prolongé une 
dl^roportlonnée avec AB, et qu'or 



■ammeat exacte pour Krvir au marin dans plusieurs circoni- 

La proposition (n) permettra decoiistruirc un canv p^jui valant 
à la somme m ii la lilIftivucB du 
deux cnrrt's (liiniK'a; rai' si M N 
soot lenrs tOlts, M suflira île |Hjrter, 

j;!c droit et de suii soitimct, deux 
longueurs égnics mix lignes M et N, 
pour que l'hypotenube de ce triangle 
soit le câté du carré cherché. 
' Si le carre devait £tre la diffé- 
rence de ceux donnés, 11 fiiudrait 
prandre AB = H , oùté dn plus petit 
_2 des deux carrés coddus, et décrire 
da point B comme centre, avec H 
pour rayon, an arc coapaut AS en C, pour que AC loit le côté 
du carré ehercbë. 

Pmpoailion (IS). 

Si , BU lieu d'ajouter les égalités 
AB- = BCXBD, AC' = BCxl)C, 
on les avait divisées membre ù mem- 
bre, en omettant le facteur com- 
mun aux deux seconds meiiibnje, on 
an t Âlï' BD 

Durait trouve ^ ! 

prlndpe qui s'énonce de la manière suivante : 

Dans an triangle recUngle, les carrés des cûtés de l'angle droit 
Bont entre eux comme les simples segments de l'hypolcnuse. 

C'est en ^appnjrant sor ce résultat qu'on parvient ft Mre nu 
carré qui soit tm paille quelconque d'un carré donné. 

Soll proposé de constroire un carré qui vAt les ^ d'un autre. 

En dé^gnant par a te cAté du carré donné, et par x celui do 
carré cherdté, on aura l'équation = i o't ou 'a proportion 
5 : 4 : : o' ; i". Le problème est donc ramené ù cet autre : Faire 
un carré qui soit i m carré donné comme 4 cet à a. 
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Si, pour ri'soudce ce problème, on 
porte sar ane droite IndéSole oeuf 
longueara qoetconqnci , mais égales, 
et que, décrIvBDt snr lenr enKmble 
comme diamètre ime demf-drcoDfé- 
B D G r«nce, on élève une perpendicalalre 

en quatrième pAvt de divtiion du diamËtre, on aura formé nn 
triangle duquel on déduira la propurlion 

ÂÏÏ- : ÂC" BD : l)C :: 4b:Sb::4: 6, 
m nonimniit b imc des divisians du diamètre. Comparant cette 
proporlion a m1!e cliereliiii', elles foornlssent, à cause du rapport 
commun 5 : J, la nniiveUe proportion 

ÂC-:Sb' :: a' :a?, ou AC: AB;;a:a:. 
Tout revient donc chercher une quatrième praporHaDDelle 
aux trois lignes a, AB et AC. 

Aflo de pronter des construcilons dé]li faites, on utilisera l'angle 
BAC sur les c0tés duquel les droites AB et AC sont déjà portées, 
et il suffira de prendre sur AC une longueur égale à a, et de con- 
duire pnr le point K une parallèle â BC, pour que la ligne AO soit 
Le cAlé da carré à construire. ■ 

n y a certaioes circonstances, peu nombreuses i la léritê, dans 
lesquelles cette construction générale se modifie. 51 l'on voulait 
construire un cnrré doulili' d'un carre donné, 11 safOrall de preodre 
pour cOté du nouveau la diaf-'iiiinle du premier. 

Pour quadrupler un e^irrO, il suffit de donner au nonveau an 
cflté double de celui di' l'ancien. 

Propoiilim (10). 

fitant donnés denx polygones lemblables, en construire un troi- 
sième semblable et équivalent , soit è lenr somme, soit â leur dif- 
férenee. 

A, B ^ Nommant V, P' les idres des po- 

lygones donnés, X l'aire cberchée, 
AB, A'B' deux cAtés homologues, et 
X celol correspondant dn polygone 
' ' inconnu, on devra avoir, d'après les 
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eondfSoaB du prablrmi', la suite P : Ali' : : A'b'' X : a,-'. 
D'oà, pu an eomponenilo, P-1-P': ÂB' + A'iî'' :: X-.cC; mais 
onveatBToIr X=t+P. 

On en dédnlt réqDBttoDie>=AB' + Â^'; donc le c6té du po- 
lygone k construire est l'hypoténiise d'un lrlari<;le rccUiri^k-, dont 
AB el A'B'sont les côtés de l'aiiRle droit. Il suffira de triicer sur 
cette It^ne homologue à AB un poly^jone M'mbtiilile ù P, pourqu'ït 
soit ëquivalent a la somme di-s di:ui pulyguiii;s daiiiiés. 

Poni* Être équivaleot à leur dUTéreuce, il faudrait que son cdié 
fût nu des cOtés de l'angle droit d'un triangle rectangle ayant pour 
bjpoténuK AB, et pour astre eAté de l'angle droit A'?. 

Pour tbtre un polygone seioblable à F et qui en soit les il 
bndralt chercher lecûté da carré étant les | do carré de AB; ce 
Mraltia ligne cherchée homologue â AB. 

Proposition {n]. 

Lorsqu'on triangle n'est pas rectangle, on peut trouver qne re- 
lation entre ses côtés. On sait que le carré d'an des cdtés n'est pas 
^1 & la somme des carrés des deux autres, et l'on veut découvrir 
de combien II en dlirèrc. Suit supposé l'angle A aigu , on aura tou- 
jours a' = ljÏÏ' + 0C'. Il faut in- 
troduire dans le second membre 
une foncQou de 6; et à cet effet ob- 
^servant qu'on a OC=b — AD, 
D / en élevant les deux membres au 

carré, on obtient I)C*~ 6> — 36 X AD+ AD>. Substituant dans 
l'égalité première, a' = h\3' + b' — î6X AD + AU'. 

Or, BD- + ÂD" = c'i donctt'=f-l-<!"— aô XAD, relation 
qui s'énonce ainsi : Le carré do cdté opposé A l'angle aigu est ^1 
à la somme des carrés dei deux autres oUés, molni le double pro- 
duit de la base par la dislanee du ^cd de la hauteur au locninet 
de l'angle aigu eoniiâtK. 

SI \s, hauteur tombait eo dehors du triaugle, l'expression précé- 
dente ne anbirait aucune modification. 
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Si l'angloA ëtaitobtns, onsarail 

a' — Cir + UB'; 
mais DC=»A-+-6,- 
donc DC' = UA"+6'+ï6 X UA. 
SubalituaDt à IM:* cette valeur dani 
la première relation, 
" " " 0' = BD- + U A" + 6- + 26 X DA i 
nuls BD'+UA'sC; remplHçuil donc, od obtient ~ 

résultat qui s'énonce comme le prccfdent, dont il ne dIflËre que 
par le signe qui précède le double produit de la base par le seg- 
ment. 

Comme caraliafre, on voit que si, dans un trlanK'^T on unissait 
un des sommets au milieu du cùté opposé, on aurait 

i b- — AH' + MC'H- ïMC X MM, 

l'nnsle VMC étnnl obliis. 
c- ^ ÂM' + Mïi' - ïMI! X MD. 
/ Ajouluus iiitmlire à membre its 

j-^- jj -^j, deuï égalités, après avoir rempla- 
cé dans le seeund membre de la ïe- 
ixmcte MB par son égal MC. 
Onobtient 6'4-c'=aÂî5'+aMC'. 

Donc, dans ud triangle, la somme des carrés des côtés d'un 
de ses angles est égal au double carré de la droite qui unit sou 
sommet au milieu du câié opposé, augmenté du double carré de la 
moIUé du côté opposé à l'angle. Ce principe n'a pas d'importance 
par Ini-mame, nûti seulement à euue des contéqaeuoes uuqoelks 
U conduit 



Pnpoiitim(tt,). 

Dans un quadrilatèra quelconque, la somme des carrés des 
quatre cOlés ast égale à la somuM des earréi des denx diagonales, 
nugroeatAs de quatre Ibb le carré de la ligue qui Joint les points 
milieux des deax diogonales. 



Ed efret, si oa trara la diagoiinle BU, 
on aura, en joigaant son point milieu M 
aux Eommets opposés A etC, 

i)Â' + AB' = 3ÂM' + SDH' , 
Ï)Ô + CB' = îCiS' + 3DÛ- . 
Ajoutant membre h membre ces deux 
égalités, 

DS'+ÂB'-V-DC' +CB" 
=SAM'-1-2CM'+ÏÏB', 
eo observant qne 4DM> est le carré de SOU ou DB. 

SI, traçant l'autre diagonaleet son point mlMeo M', onjotnt ce 
polDtanpQintH, onobtleot AM- + MC = aMM^ + sWC'; et . 
doublaut lei deoit membres, afin d'obtenir SAM* + aUC* reo- 
fermé dans la première expression, on trouve 

aÂM' + aMC- — Ami" + Âë. 
Substituant donc, ou oblient 

DÂ' 4-ÂB' 4-"BC' -- ilB- ■+■ AC 4Mlli'-. 
Dans le parallélogramme la droite MiS s'annnle, puisque le 
palut de rencontre des diagonales est le milieu de chacune d'etlesi 
ce qui apprend que la wmme des carrés des quatre eôtés d'un 
parallélogramme est égale à la somme d» carïéa des dcnx dia- 
gonales. 




On peut calculer la snrrace d'un trlnngle au moyen de la con- 
le dea longnenrs de ses trois côtés. 

Surface ABC = |xBD, 

BD=l-^(!"— AO"î 
mais, d'après la proportion (17), 
= a'si'+c' — JÔXAD; 
et, par suite, KD'=:{^ ^^~ 




ib 



donc mrbce ABC = ^ \/e' — C*' - — ) 

_b^/ lb + e+a)ib+c~a) (a— 6+c) (a+6— <^ 
— aV ïj; 

_ . (i+i:-aHa+c~d)(a+6-e) 

*^ 18 

Rempleçant (lar ip, st od retranche successi veinent 

3a, 36 el Se aux deux membrea de cette relation , on obtient 
ft-(-c— a=3[p— a),a-+c— 6=î(p— ù),o4-6— c=2(p— e). 



SatuUtnant, surface triangle =l^p(p — a)(p — b){p — c). 

Si le triangle devenait cqnllatéral, et que ses cûtca Tassent égaux 
à a, on aurait 

uni triangle éqnilatéral — yp(p—a)", iaBisj> = ^; 

Lm propositions iT, ts, 19, qui n'ont CMdalt k aneane emt- 
truction géométrique, Mot des reuoarcBs prépaiéet pour l'a^ 
venir. 

Aprte avidr épolsd rétode des pnqprUtéi dv polygona ipel- 
Gooqoei , pauoDi A cellei de certains polygones qui eoDdnlnnt i 
la mesnre dn cerele et de sa dreonTénnce. 



ti,-ci(M. «Un. 



SI OD Joint pur des ArtAXa les pi^ts 
M, N, P, A, B. D, auxqDeltnnecireon- 
féreuce est supposée divisé en partiel 
I égales, le polygone niiiai formé aura St» 
cùléi énaux, comme cordesqul sousten- 
deiit lies mes égaux. Ses nngles seront 
tous BliBsi de mime grandeur, comme 
iiucrits et comprenant entre leura eitH 
des BTtt de même hnigaenr. ll-exbte 
done des polygones à angles et cAtn égaox, dont deux étaient d^à 
coniuiB, le triangle équilaln^l et le carré. Les polygones de cette 
oatUTe se nomment régollers, et 11 en existe de tout nombre de 
cdtéi. Enetht, on peut toqjonn concevoir l'espace autour du centre 
de ta drcoD(8rence partagé en un nombre quelconque d'angles 
^nx. Il snfBra de Joindre les extrémités des rayons qal opéreront 
ce partage, pour (brroer un polygone régniler. 

Hédproqoement, on peut toujours conduira une dreonUrenee 
par tous les sommets d'un polygone régulier. 

En élevant par ics points milienx H 
et M' de deux cAtës conlEgus deux per- 
pendiculaires, lepoinide leur reneontre 
sera le centre, et CA le rayon d'une clr- 
iConCérence passant par les trois points 
A , K , D. Par suite de la régularité du 
polygone, les deux quadrilatères M'CED^ 
M'CAB se superpoistVBt, CU' serfant 
de pli. Car M'D prendra ta direction de 
M'B, en verta de l'égalité des angles droits en H'. Le point D s'ar- 
rêtera en B , pnlsqne WD = M'B. DE prendra la direction BA en ' 
vertu de l'égalité sapposée des ailles en 1> et en H , et enlln le 
point E s'arrêtera en A, puisque DE =BA par iiypothèse; donc 
CE = CA. La circonfërancequl, décrite du point C avec CA pour 
rayon, devait, d'après la canslructlon, passer par les trois points 
A, B, D, est donc asauJetUe à passer par te sommet suivant B , et, 
par snlte, par tous. 
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Le point C ot CD outra le cantn d'âne 
nouvelle cironférence tangents à toas 
les ebtét dn polygone en lenn points 
. milieux; car ccseAtéa étant, par rap- 
I port A la drconfërenee drcoîucrite, des 
coidee égales, dolTent 6tn éqoldistants 
dn centre. 
Ces propriétés assignent an polygone 
r' ré[^lier an rflle Important; car on 

voit que les rayons CK et CM, dont le eecond se nomme apo- 
lliènic , leiidtnl à se ponfonilrc à mesure que le nombre des cfltés 
da polygouc augioente, et que son conlonr converge vers la cir- 
conférence, qn'on peut coosidénir comme étant sa limite. On s 
donc l'espoir de dédnlre des propriétés du polygone régntler eellei 
encore Inconnues de la drcouHrence. 

On reconnaît que le polygone eat divisé par les rayons aboutis- 
nnis A SM sommets eu entant de tilBngJes IsocHeB égani qnll a 
de cMés, et que ebsenn de ces rayons divise cbacui des angles du 
polygone en deox parties égales. 

Propotilim (ai). 
L'angle d'an polygone régulier a sa grandenr exprimée par la 
Amnle As=— ^"^^\ «désignant le nombre des riHés.L'siigle 
4d 

au centre a pour expression — ■ 

Sa sarface est égale A n fois celle d'un des n triangles égaux 
dont il se compose , ou à n x AB x — . Mais n X AB est l'ex- 
pression du périmètre. On dit en conséquence qu'un polygone ré- 
gulier a pour mesure de sa surbee son pérlmAtre midU^lé par la 
moitié de Vspotbème. 

On est en droit de condure de là que le eerele doit avoir pour 
•nesun de sa iurftce le prodolt de la mesure de la drconiérence 
par la momé de la mesure dn rayon. 

Il CD réiolte qu'on ne saura déterminer la mesura de la snrAu» 
dn cerde, que lorsqu'on ctnnattra la longueur de sa dreonféreoee 
en unités recHliguts. 



Résoudre ce prublème, «l nussi apprendre à divlseï- uae circOH- 
férence ta parties égales par un procédé dépendant seulement de 
la r^le et du compas , lel sera le but des propotitloDS qui voDt 
suivre. 

Proposition [31). 

Deax polygones réguliers du même nombre de cdtés sont essen- 
tiellement semblables. En effet, d'après la formule X = * 
lavsleatd'nn de leurs angles dépendant Mvlecneiil do nombradea 
cAtii, lears angles senmi reqweHveinent égaux lonqns le norobce 
des cAtés sera le même. D'ailleurs leurs edtés étant, dans l'on 
cDinmc dnns l'autre, iDdlvldacllement égaux , formeront ane suite 
pniportlnoiielte. 

Ils jouiront di- toutes les propriétés des polygoues semblables, 
et par suite auront leurs eontours dans le raéme rapport que les 
rayonsou les apothèmes, qni sont des lignes homologues, et tenrs 
Burbces dans le rapport carrés de ces lignes. 

On peut de li conclure ijue deux dreonférenccs sont entre elles 
comme leurs rayons ou lenrs diamètres, et par suite on aura l'égalité 

~— = ce qni peut s'interpréter en disant que toute cir- 
conférence est composée du mbne nombre de fois son diamètre. 
Ce DOmtHc ninuqaable, dont la eonttanee vient d'être déconvartei 
■e dédgne Invariablement par la lettre grecqae D, et tons dm ef- 
fitrts doivent taidre i découvrir sa vslear; car de l'^Hté 

— n. on dédnltclrcaoférence=IID = 3ira. Si dans la 
(brmnle cercle = cir. X ^ > on rempUce dieonférenee par sa va- 
leur, on trouve cercle =nx ail =:nxB>. Donc, de la 
connaissance du nombre abstrait n dépend désormais la mesure 
de la surfoce du cercle, et de In longueur de sa droonférence. 
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PropoUOm (ai). 
Ou iiHrtage uiiu uirtoiiférenee ea quatre parties égale* en tra- 
çant deux diiinièti cs pi rpendicurnlres entre eux. 

1)B est le cûté du carré Inscrit, et le 
ti-inngle reciongle DCB fournit i'égalilé 
— DB ^ 

I)Jf = 2B-, d'où -g- =l/â. 

Ainsi , le rapport du côté du carré 
Inscrit au rayon est égal ùl/î- Il est 
donc incommensurable. En divisant dia- 
ciindes angles nu centre en deux angles 
égaux, la clrcoarérenceBera partagée eu 
Iiuit ans éganx, ainsi de suite. On sait donc partager une circon- 
férence en nn nnmbie de jiarties égales, déterminé par un des 
termes ilc la série î, 4, 8, le, etc. 

Prvpoiilion (2J). 
Pour diviser une cireonrércnce en six parties égales, supposons 
le problème résolu, et que l'arc AB soit Ja alxléoie partie de In 
elrcooférence. 

En Joignant entre eux et au centre 
les points A et B, le triangle Isocèle 
ACE aura son angle en C égal a V, 

n "î" 

Les angles A et B vaudront donc 
anwi indlTldaelleraent le tien da a*, et 
par snite, étant éqoUngle, ce triangle 
sera aussi éqnllatéraljdonc AB = B. 
En Joignant les sommets de deux en deux , les arcs, tels qne 
ABI), seront le liers de la cireonrércnce ; et In dn>iii' , telle que 
Al), sera le côté du triangle équilutéral inscrit. Puur ciilculer son 
rapport au rayon, on renianiutra que la ligure AllDC est un lo- 
sange, dont une des diagonales CH est cgnlc au rayon, ainsi que 
chaque côté; on aura donc, proposition f 1 H), 

iR' =::R" + AD'; d où AD' = 3R', et ^ = 1/3. 
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Le rapport du côté do triangle équilatéral Inscrit au rayon est 
donc ëgal à la racine carrée de 3. Eu divisant les angles au centre 
de l'hexagone en deux parties égales, la circonférence sera parta- 
gée en doni» partie* égales. Ou a donc nne nouvelle lérie de di- 
TlsfoDS «Rctts, nymt % ponr premlor terme, et 1 pour ralMO. 

PropotiNon (36), 

Diviser une elrconférenceen dix parties égaies. 

0Solt l'arc Alt supposé la dixième partie de 
la <'i^conf^re^ce, et par suite la corde \R le 
cÔIp du déenpone régulier. Eu unissant Its 
points A et B au centre, le triangle isocèle 
ACIi aura son angle eu C égal à-j^oa ^. 
Ëtautdonc le cinquième de In somme dealrois 
angles de ce triangle , diaeuu des angles A 
et B sera égal aux f de celte somme, ou double de l'angle C, Si 
donc m portage l'angle A en deux parties égales par la droite AO, 
le triangle AOC sera isoL-clc, et par suite AO = OC- Le triangle 
ABO sera isocèle lui-même , car l'angle BAO valant {■', et celui 
ABO ^ de 3", l'augle BOA aora aussi pour valeur { de S'j donc 
OA = AB. On voit déjà que la ligne brisée COAB a ses trois par- 
ties CO, OA , AB égales. 

Hais puisque la droite AO divisait l'angle CAB en deux parties 
^alei, elle fonmlmU la proportion CA : AB :: CO : OB; et rem- 
plaçant CA par CB, on aura CB : CO : : CO : OB. 

Onsaora^one trouver CO oa son égal AB, lorsqu'on saara 
pactagier leiayoDeadeox parties, telles que la plus grande soit 
moyenne ptoportloimeUe ntre te rayon et sa ploa petite partie. 

81 on noDUDe x cette parfle cberehée , et R le rayon, on dnit 
donc avoir 

R : X :: X : R — .r, ou j:'^R' — iU; et eitrin j:' + 11j7=R'; 
d'on x =—- + Y—+il'; ou \/ 

Il ne s'agit plus qoe de tradolie cette solution atgébrlqae en tan- 
gage géométrique. 
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r.towKTIIIK SYNTH KTIQIIR. 7| 

On voil que le radical exprime l'hypoténuse d'un Irlanglu rec- 
tangle ayant R -5 pour cûlés de Tangle droit. Puis, à cellu hy- 
polénuse, il faut retrancher ^, terme qui suit le radical. 

Il résulte de lâque, pour partager le rayon d'une ciroontérencB 
de (tlle sorte que la plos grande de ata denx partiel soit le eôt* 
du dL-Fflgone régulier itucrlt, on doit tracer na rayon CA, et lat 
élever tn C une perpendiculaire CD ^ale à la moitié de es ion- 

yuKUr. 

M LndrolteDA, hypoténuse dntriaDgierec- 

, ' '"X^ tangle DCA, aura pour expression 

SI on retranche à cette hypoténuse la lon- 
gueur DC ou ^5 en décrivant du point D 
comme centre, avec DC pour rayon, un arc, la droite AB aura 
ponr expression AD — DU on \/''R' -t-^ ^■ 

EUeMndoBflUlongwnrdu cAtédu décagone régailer inscrit; 
•tpuBatlStaidup^lAeomme centre, avec AB pour rayon, on 
décrit l'arc BF, l'are AF sera la dixième partie de la cireooré- 

En jaigiuuit, de denx en deax, les pdnts de division d'une dr- 
eonférence ainsi partagée en dU parties ^alet, la corde HA serait 
le cAté du pentagone régulier inscrit. 

On connaît donc lue nouvelle série de potygODea rëgallers fns- 
crlpttbles.KIe commence par S, et a S poar raison : S, 10,30,40, 
80, etc. 

IVopori Non (se). 

Il exista entre le côté do pentagone ti edoi Ûa décagone nne 
relation lemarqnable qnl permet de ealtnier le rapport du cAU du 
pentagone régulier an rayon. 
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^ Soit AB le cMé du déengone relier. 
~ Si oa le prolonge en dehors de la drcon- 
férence de telle sorte qae AD «oit égal 
an rayon, od aura la proportion 

AD : AB : : AB : 
En conduisant par le point D, DK, tan- 
gente 0 l'arc AB, on aura aussi 
AD: l)K :: UK ; BD. 
D'oà il mit que la tangente DK est égale au cété du décagone ins- 
crit, lia droite CD est Égale en longueur au cAté du pentagone 
inscrit k la mime circonférence ; car le triangle Isocèle DAC ayant 
pour cMés égaux denx rayoni a pour angle compris DAC, la moi- 

3d(|o — 3] iQd 
tlé de l'angle du décagone, OD — — ou -j^- 11 est douo 
gd 4d 

égal ^ ou j , et, par nfie, égal à l'angle au centre dn peir- 

Hais en unissant le point K au centre, le triangle KCO est rec- 
tangle, et a pour hypoténuse le cAté du pentagone inscrit, et pour 
cAtés de l'angle droit le rayon et le c6té do décagone. 

Oq est donc BD droit de conclure qne le carré dn cMédnpén- 
tag<n» relier est égal m carré du rayon, plu wi carré <la cMé 
du décagone r^ulier. 

SidoDB on ncHomeP cecMé, on a 

p.=D.+ii.=(-5+\/ « +*■)'+ >■ 

B' ni Z^"' ^11' r. ■ 

= j~RY — + — +RM 

et en simplifiant. 
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Si AB est l'arc lixlètne partie de Is cir- 
conférence, et AD la dixiÈme, on aura 
) = i cir. — ^ dr, = 43 cir. _ ^ clr. 

L'arc I)B étant donc la quinzième par- 
/ b'e exacte de la clrcooféreace, on coDDBit 
le nonvdie rirle o 
ayants pour raison, 
ta réunissant eatre eux tea termes des quatre séries 



4, 



33, 64, ISS, I 



3, 6, 12, 24, 4S, 96, ISÏ, etc. 

S, tO, 90, 40, BO, 160, 330, etc. 
IS, »0, 80, 130, 340, 4B0,fltG., 
on nooniult qne Ib règle et le eompu pemetteot de dlvlaer 
eisctctnent one droonférenee en partiel ^le>, dont le nombre 
ert indiqué par chacun des termes de la suite, 3,3,4, S, e, 8, 10, 

11, 1$, 16, 30, 34, 30, 33, 40, 4R, 6(1, 64, etc. 

Pour ton) les nombres qui échappent à cette suite, on ne pos- 
sède qn'an moyen élémentaire grossier, fondé tnr le rapporteur, 
lutniment qiit ne mirait être eonildéré eomme exact, surtout 
lanqa'nn a^la à eoutnilre 
ibte à calculer l'aigle bu e 
comprend entre hi cAléi un aro Sfgm 
cherché. Ainsi, pour divlier en nrât parties égales, on divlieni 
aSD par 9, et leqnDlieal4l)'MnraiigleBnceatre, possible è coos- 
tniire à peu près exactement. 

Si le nombre des cMés deitit être de 1 1, l'angle ni centre serait 
de aT°4i'S3*+-j^, dont la G 
en ermir qoe celle do précédent. 
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St ia circonférence A diviMr était d'aiseï p^t rayon, tel qne 
ex, afln d'opérer plus exactemoit, on 
décrirait 3a même centre, avec un plus 
grand rayon C\', iincnutrc circonférence; 
^on effectuerait l'opéralioD sur celte der- 
nière, et il suffirait ensuite de Joindre le 
centre aux polntt de divition, poor avoir 
le partage de le [dus petite en ce même 
nombre de parties ^ales. 

Pnpoiiaoa {si). 

Ud polygooe régulier étant Inurlt i une circonférence, on pent 
toujours circonscrire un polygone semblable occupant à l'^rd 
do premier une position remarquable ; car si prenant sur l'arc AB 
un polDt quel cou qac A', et portant 
de ce pointde départ des arcs égaoz 
à celai AB, on conduit par les pcdota 
A',B', ly. P,G',H', des tangentes 
jusqu'à leurs reneontres mutuelles, 
le polygone ainsi formé nura le 
même nombre de cAtés de celui ins- 
crit. 

Il serad'aUlcurs régulier. En efiè^ 
I» idanglM Imaét en miimiite»- 
treeux lee pofadi A'. B'> If, F, C, If, lenlait ëgua eoiMiB tymA 
des banc égales, et des angles & ces bases égenx comme fonaii 
par des cordes et des tangentes qui comprendraient enlreetlcsdes 
arcs^aïu. Ils seraient de plus isocèles. Ce polygone MNPQBSa 
donc ses angles égaux, et les eiMés aussi, comme l'Ianr doubles 
de tangentes telles que M.\', A'N, MS', égales elles-mêmes. 

Si on admet que, le polygone nouveau restant lixe, la circonfé- 
rence tourne autour de son centre, en entrabant avec elle le poly- 
gone inscrit, il arrivera un moment où AU deviendra parallèle à 
MN, et alors, en vertu de la similitude des deux polygones, il en 
sera de même des antres cùtés. 

Telle est une des positions remarquables que les deux poly- 
gones réguliers, inscrit et circonscrit, semblables peuvent occuper. 
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Un moment arrivera ansii dans ce mouvement de rotstton au- 
quel le iloint A se confondra avec A ; Il en sera de mf me des aatres 
sommets. 

Dana cette Bltoatloii noorelle, les sommets dn ^ygone Inscrit 
wront let points milienx des cAlés dn circonscrit. 

Lorsque tes cAtés des deux poly- 
gones affecteront la position du pa- 
rallélisme, le centre et deux sommets 
homologues A et A' seront sur une 
inémedroile. En effet, les deux trlao- 
glesCAKiCAIIIaurontles trois cAtés 
respectivement égaux. LadrtdteCA' 
partageradonc l'angle NCM en deux 
parties égales. 

Les deux triangles rectangles AN'C, AM'C, étant égaux eax- 
mémes, la droite CA devra partager en deux parties égales le 
même angle, et, par suite, se confondre avec la précédente. 

SI on donnait le polygone régnller drconscilt, le moyen le 
plus prompt ponr obtenir llnstrit lemblable sendt de Joindre les 
sommeil w «entre. Ces rayons «lapcnient la dreeut^ence en 
dd pofaib qu'on onindt entre eu. 

PropotOioH (>B). 

Les cAtés de deux polygones réguliers 
inscrit et circonscrit du mâme nombre de 
c4tc3, sontliés entre eux par une relation 
remarquable; car si on représente ABpar 
a, A'B' par A, Ciy par R, et CU par r, on 
a toujoiHS AB : A'B' " CD : Ciy, ou a ; 6 
::r:{l. Dopent éliminer r, puisque le 
triangle rectangle AGI) fourult l'^^alilé 

CD=\/ 'l— ^■ 

On a dmo enfin la proportion a:b ;; x/r' — ^ : R, qnl, le- 

■oloepnrmpport à 6, donne h= — — " - — 
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SI on l'appiiqae an triaagle éqallat£ral , 11 Aiodn tubriltuer à a 
« valearRl/^. propotitloD (M), et l'on obtiendra 



Le ràt(' du tiirnnsfrit est donc double rtu eûté de l'Imeilt. Ea 
appliquant a riic\Nm)i:f, on iruuvt' en siilislituDut, B fca 

s 



Si des cordes consécutives ^ales, mais de longueur arbitraire, 
étalent Inscrites dans une circonférence, elles Touriiî raient, nm 
nne partie de polygone r^golier, nuiis une ligne polygoanie ré- 

PropoHHw (39). 

.... On peat ealcaler en (bnctiin) dei 

contours semblables dont AB et A'B' 
sont les cAt^ les contours d'un nom- 
bredoublede cAtés.dontAnetFr 
sont denx câlés. 
NommonsAB, a,etle conlourcor- 
respondsnt A. Dètlgnoiu par & le côté A'B', et par D le contour 
correspondant ; par a' le cAtd AD, par A' le contour anquel II ap- 
parllent; par fi* le côté FF, et par B' le contour correspondant. 

Les trlai^les ACF, FCD sont égaux comme ayant FD = FA , 
FC eomoran. La droite CF, divisant par suite l'angle A'CD ea 
denx parties égales, fournit la proporllon 
AT : FD :: A'C :CD. 
Le dernier rapport peut se remplacer par celui de AC A Cl; et, 
dans ce rapport, substituant CD A CA, on a donc 

A'F : FD :: CD : CI, ' 
dernier n^iport qu'on pent remplacer par celui des contours dont 
cei denx lignes sont les apothèmes, et, par suite, 
A'F:FD::B:A. 



Pour l'iimiiicr AT, fraction inconnue du eôlé fi, on fera une cora- 
LlRRl^on connue A'F + KD, ou A'I) : FEJ :: B + A : A, 

ObserTaiit que A'D et FD ne sozit pas contenus le même nom- 
bre de foli BDr les cootoun dont ou veut substituer le report A 
celui des Gâtés, on doublera les conséquents, et on trouvera 
A'D : FP A + U : 3A; et enfin, en subsUlaant au rapport 

A'D; FF- celui égal, B : B' :: B+ A : 1 A; d'ou B' = °^'* > 
valeur de B' en ToncUon de A et B. 

En second lieu, lei triangles PAO, DOI Mnt MMblables eomma 
reetangleii I'uq en O, l'antre en I, ayant les angles ^gns FAO, 
DAI égaux, puisqu'ils comprennent des arcs égaux entre leurs 
côtés. On aura donc AF : AO :: AD : Al; ou, substituant aux 
rapports de ces lignes qui correspondent aux mêmes angles au 
centre , les rapports de leurs contou rs B' : A' ; ; A' : A ; d'où 
A" = A X B ; et enfin A' = l^ AXB' ; et, sub stituant & B' sa va- 
leur trouvée précédemment , A'sV ^^^^ ' 

A Talde de ces Tormales, si A et B étalent connus on ealeuléi en 
fimellons de K, on pourrait calenler les contoan des polygones 
qid, inscrits drconscrïts&la même elrconténoee^aaraleot le nom- 
bre de lenrs cAtés doublés. 

Le contour du polygone bueiit augmente, et ednl du circonscrit 
diminue A mesure qoe le nombre des cAtés double, ces conUnirs 
reiUDttomonrs, le premier moindre qiia la droonférence, le se- 
eoDd plDS grand. Cest ce qu'on pouvait juger par la flgure, et ce 
qae les deux formules permettent de démontrer en effet. 

Dans la formule B'— ^^^'n — B ^'^ jj^p ^ ' une 
fraction , puisque B circonscrit est plus grand que A inscrit 
enveloppe ; donc B' B niullipllc par une fraction , ou est 
moindre que li. 

Dans la formule A'= A V^^ ^jj ' quantité sous le radi- 
cal est pins grande que l'unité, puisque A étant plus peiit que B, 
A -H B est moindre que 3B. On a donc A'>> A. 

Les flarmules précédentes, obtenues seulement en partant de 
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rhypothtee du paialUIlBme des droites AB, A'B', et dn moyea de 
drcomerire un polygooe semblable à l'inscrit, sont géoéralei, 
e'est-à-dlie, iodépendaDtes da nombre des cAtés des polygones. 

PnpotUim(»0). 

Le GODionr de nuagoM tucritest eH; âancle rapport de ce 
contour an raym est B, on au dhunttra 3. HaU ce nf^ort est 
mirindre que celui de la dtcoofirenee an dltunètre; donc on a 

n>i. 

Le contiMr de l'hexagone clhunscrlt dont le efité est — ~ > 

est donc i^?J^t ou 4111/3, ou Rl/îs, en passante sons 
le radical , et, i cet effet, l'élevant on carré ; donc, contoar bexa- 
gone drcoDscrit divisé par Sit, rapport plus grand que II, est égal à 

^^-^> ou ft 3,-J64i. On a donc U < 8,4641. 

Si, dans 1» Tormules trouvées proposlllun (39), on substitue a 
A , 6R, et à B, Bl/48 , on obtiendra par là les contours des po- 
lygones r^liers Inscrit et circonscrit dedouïc cAlés, dont ks rap- 
ports an diamètre seront, le premier plus grand que s, et le 
seciHiâ moindre qne 1,4641, comprenant tonjoura entre eux le 
rapport cherché D. On conçoit qu'en opérant ainsi on ponrralt 
resserrer n entre denx limites sans cesse convergentes, et par «tlte 
atteindre ponr sa valeur tel degré d'approximation que l'on voudrait 
s'imposer. 

On a trouvé 11 = 3, Mlâi), en négligeant les décimales d'un 
ordre supérieur, cette approximation étant sufQsante dans les cal- 
cols usuels. Mais cette valeur n'a point été obtenue par les Tor- 
mulet précédentes, qui , mies théoriquement, sont inutilisables 
par le calcul, les ^prulmations devenant lucertalnes par suite 
des racines inccesiiVBS qall fliat extraire pour les employer. 



CÉOURTniE SVnTHÉTIQUI. 



7» 




secteur : cercle 



partie do cercle eomprise entra dtm 
rayoDS et l'arc Intercepté h Dommant sec- 
leur, il faut chercher à évaluer sa sur- 



volt que le cercle s 
ie secteurs égnax b ACB, que 
a fnire autnur du centre d'angles 
ACII ; ou, plus généralemetil , 
,, . . cercle X arc . 

d ou Mcteor — r- i 

cir. 

t clrconrérenee par leur expression, sec- 



et remplnçaut cercle o 
nR'Xarc R 

Oq dit CD conséquence qu'on seeleor a poor mesnra la menre 
de son arc malUpIlé par la moMA de la merare da rayon. 

U l'are dn secteur dtalt donné en degrés; di^noni pa m* ce 
nombre : 11 ftat l'iutrodnlre dans la formate précédente. Or, on a 
are : tircoof. :: n" : 960° ; ou m ; aOR :: n" : sOd" ; d'oft 

Donc Boctenr = ?XSIIRX^:=niPX~. 



Pfopoiition{5i). 

Dana toni les problèmes de transformalionB de figures en d'au- 
Irea équlTsIentes dont le ewele bit partie, On a besoin de la lon- 
gueur de la dreonférence obtenue par nu procédé graphique , le 
nombre n, aUlIsé dans les calculs, ne pouTant se traduire en 
ligne d'une manière sotOgamment exeet& 




SoUdoDcCA le rayon 



indêHoie lermioée dans ui 



développer. Sott pris AB 
égsl an côté de l'hexa- 
gone régulier, et tracé 
le diamètre DH perpen- 
diculaire â AD. 

Si l'oD conduit par le 
point D une tangente 
prolongement du rayon CK, et 



n prenne FG égal à trois rayons. la droite qui unira le 
point G BU point H anra une longueursenslblementégaleiladenil- 
clrconfâ^nce. 
EaaQét, GH = VhU" -t- l)(i' = 1/<R'+ IH? ; 
DG = 3R — FD; 

FD = , proposition (38); 

do« DG^^iR-Skr*; DG-:=9R--l-Ç-Ê!Lk:5 = ,R. 

6B'I^ _ aTR'+ R' — cR' _ JBR' — • 8R'1>^. 



+ T- 



c=v/«.+R.(îillpS!) 

-\/R.(4+îi=£M) 

_„./ .o-ixnr 

s 

108= 10,3933; 



= R X 3,14I4S. 
On voit donc que te facteur de R n'est en erreur sur la > 
de n que d'une nnité du quatrième ordre dédmal. 



TROISIÈME PARTIË. 




THâOttlB DBS FLANS. 



VDenriueatdlteidane, hmqa'OH 1^ dnrite pmt l'y ap- 
pliquer UMt*ment en tons sens. Ln mirdtfen, les marbrien, les 
ébénistes, dressent eonstanmieiit de ces sortes de sarfacea, et s'as- 
surent de leur exactitude en y promenant en tons sens le tranchant 
d'une règle droite. 

Dans toat ce qui n suivre, il oe sera pas question de la gran- 
dear de la larfoce, mais leulameiit de sa dlrsctlui dans l'espace. 

Una swfaee ^aiio, d'sptèi m déflnltlini, pe«t teqjuara être con- 
duite par une ligne droite, et oceaper, en tMimautantmiT d'elle, 
ane Infinité de positions, comme font les feuillets d'un livre. Mnls 
si , dans ce mouvemeot de ratatloD , elle reneontre un point Immo- 
bile , elle se trouve fixée. 

Ondit,eD conséquenee, qu'une snrfiice plane assujetUe à con- 
tenir une droite et un point extéricDr, est fixée de position. 

Il en ut de même si on l'oblige A renfermer, soit trois points non 
en ligue droite, soit deux droites qui se coupent. 

Deoz droites parallèles déterminent la posillon à'aue surface 




parallèles, les droites AB et CD sont 
dans UD même plan, renfermant d'all- 
lears les deux points F et ti , d par 
lulte la sécante IK. Il est donc fixé. 



En effet, d'après la déGnilion des 



7^ 



II.-GfoK. 
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Les figures de celte partie de la géoméirie, éi^nt dans t'cKpacf , 
ne peuTent être construites exactcmeul à la lè^le et au compas ; 
elles ne dtdvent donc être considérées que comme des dessins 
d'Imitation. 

Deux aurfocœ planes ont toujours pour Usa de leur rencontre 
une ligne qui est droite. 

L'esprit admet bellement que la rencontre de dens surfaces est 
composée d'une suite de points. Le seul fblt k constater, c'est que 
cette ligne est droite, lorsque les deux surfaces sont planes. 

S'il pouvait en Ëtro autrement, on aurait, en choUssant soi 
cpttu intersection trois points non en ligne droite, Atux surfaces 
planes différentes tUéos par ces trois points; ce qui est contraire 
à ce qu'on a dit précédemment. 

Tn^ surfaces planes se rencontrent généralement en un point. 

En efht, deos d'entre diesimt ponr lEnonUraune droite, per~ 
^t {foéralement la troisième snrfkee en on point qnl est le 
Sfol renfermé à la fois dans les ln>\a plans. 

Il peut arriver que cette première droite ne rencontre pas te 
tr<ù9léme plan, auquel cas il n'y aura pas d'iotersectioD commune; 
comme aussi cette droite peut être renfermée dans le troisième pian, 
et par snlte être eonmiine aox trois. 

On peut regarder une surfiiea plana comme sagaidréo par une 
dndte glissant parallUement à elle-même le long d'une dndte 
donnée. 

" La droite fixe AB se nomme alors 

j'i ■ . ■ . - Il' dlreclrioe dumonTement,etlB droite 

, ■ ^1 mobile CD. génératrice. 
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Propoiition (I). 

SI un angle droit BAC tourne antaar de 
^ ^ BOa cAté immobile BA, le eùté mobile prend 
les positions successives AC, AC", et ne cessi^ 
pas d'être perpCDdiCDlaire à BA. On dit, en 
conséqurace, qa'on pent élever dans l'espace 
t nne tnflnité de perpendicnlalr» & tuw droite 
, BA enuDdeMspotDtffetqaedenxpérpen- 
dlculaiiei PQ, AC k Ismfane droite peu- 
vent n'Hre pas panlltlei entra elles. 

Pr^miHon (3). 

SI, au point A de la drcdte AB, on 
conçoit deux perpendlcnlalres AC, 
élevées dans l'espace , elles 
llAent la position d'une surface plane 
-,M\. 

La droite BA sera perpendiculaire 
& loate droite AO tracée parle pcdot 
A dans l'angle CAD. 

En effet , soit prolongé BA en de»- 
lous du plan, et deux longueurs éga- 
les iMl, AU' iiriH's <h: piirt etd'autre. 
En anissant les points B et IV u un point iiutkojiriue F de AD, 
les deux triangles tbnnés seront égnun, et l'on aura llF = FB';pac 
ndte d'une eonstmCUon analogne, BE = ES'. 

En ntteant par une droite les points F, E , elle eoopera AO eo 
unpointi, et les dcnz triangles BFE, B' F E seront en vertu 
de i'égailté de lenrs côtés; donc, angle BFF. = R'FE. Unissant 
le point I aux points B et B', les trian^ïlcs égnuT KFI, IFB' four- 
niront l'égalité Bl = IB'. Les points I et A étant donc Indivi- 
duellement équidlitants des points B et B', la droite lA qui les 
Joint sera perpendiculaire à BB'i C.Q.F.D. 













y 







La droile \lî sera oossi perpen- 
diculaire â toute droite AK du plaa 
MN, non située dans l'angle D&C; 
car Ba proloDgeant CA ea C, on reii> 
rc dans le cm prfcÈdent, en conri- 
/ déranl l'angle C'A» et la droite AK 
renfermée dans cet angle. 

On voit donc qu'il suffit à la droite 
liA d'être perpendiculaire à deui 
droites AC et AD d'un plan, pour 
filre pcrpfndîcalairo toute autre 
droite conduite pat son pied A dans ce plan. 

Par suite de cette propriété , la droite BA est dite perpendlcn- 
loire au plan VLV. 

On peut en concigre que la droite perpendicolaire à un plan est 
perpendiculaire à toute droite tracte par son pied dans ce plan. 

L'analyse de la flgure y fait reconnmtre la présence deisUplai» 
BFB'.BIB'.BEB'.HFE.AFF..BKE, les trois premiers ayant pooT 
Intersection la droite B\B', et Ira trois derniers celle FE. Ces deux 
droites ne se rencontrait pas, sans «re pour cela parallèles, parce 
qu'un même plan ne saurait les contenir slmnllanément. 




ParunpointA pris sur un plan HN, 

on peut toujours concevoir une per- 
, pendiculalre fi ce plan. 

En effet, si l'on trace les deux droi- 
tes quelconques BC, DE et Ja dwrite 
\« / m OA perpendiculaire à DE, ces trois 
drolisi étant Mnfemié« dans le plan MN, la figure formée des 
deu dmlteaDE, OA , après une demi- révolution autour de DE, 
se rabattra eu DE. AO'. L'angle CAO, d'aigu qu'il était, sera 
devenu CAffobtns. U a donc existé un moment où OA , cons- 
tamment perpendiculaire à DE, l'est devenu à BC. Elle a donc 
dans crtlc position été, d'après le théorème a, perpendlcnloire 




voit aussi qu'il n'y h qu'un iiiatnnt du mouvement où cette 
in se produise; donc, on ne peut, par un point donné d'un 
lui concevoir qu'une seule droile perpendl cul rire. 

s " Fiir un point O donné hors d'an 

0 plnn , on peut nussi concevoir une 

7 perpendiculaire obuissée. 
En effet, imaginant une perpen- 
dlcalBire AB élevée en un quelcon- 
que de ses pointa, on peut tou- 
jours admettre que la partie limitée M'I4' du plan lodéflni glis^ 
i^iir ce plan dans une direcllon telle, que la droite AB, qui ne cesse 
)):is diins ce mouvement d'être pcrpeDdlcDlalre a|D plan MK, passe 
p;ir le point 0. 

ITlii: seule perpendiculaire peut élre connue abaissée du point O. 

Car s'il en existait deuj, OA , OU, le 
triangle AOB, formé en unissant par 

7ane droite les points A et B, aurait 
deux de tes apglea, 0A6, OBA, irtAV» 
indlTldnellement; ce qnl ne te pent. 



Pnpoiitim (4). 

Toute droite, telle que OB, diffé- 
rente de OA.esldite oblique au plan. 
Elle est plus longue que la perpen- 
iliculflire, pnrceque dans un triangle 
rectangle AOB l'bypoténnse est K 
plus grand des trois ettés. Les obll 
qaes OB, OB', qtd l'écartent 
mcnl du pied do la perpendiculaire au plan , sont égales. 

Car les triangles OAB, OAB' sont égauTi. bien que les trois droites 
OA, OIS, OB' ne soient pas dans le même pliin. 

L'oblique OC est plus courte que OB, si ACesl mulnJre que AU, 
On le démontre en prenant AC = AC, et traçant OC'; alors OC 
— oc, d'après le théorème précédent. Mai» OC est moindre que 
OB ; dono OC < OB. De ce» diffirents principes, tous démontrés, 
on doit conclure la vérité de lenn réalproqnes. 
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PmpoliUm (6). 

, Une droite qid ne peut n 

an plan, <iaelque polongés qu'on 
les suppose tous deux , eit âlle paral- 
lèle à ee plan. 

Pour qu'une drulte AB lolt paivt- 
Iclc au ptan MN, il faut et f) sniBt 
qu'eUf soli pnrnilèle à nue droite CD 
:e plan. 

En efret , les droites supposas pumltètes AB , CD. âi^termloent 
OD plan dont AB ne pourra sortir, quelque prolongée qu'on sup- 
pose cette droite. Si done elle pouvait avoir avec le plan MN un 
polDt commun, il devrait spparteDlr à la fols an plan HN, an 
plaD AB, CD, et par salte à leur interaectiini CD. Or, AB ne peot 
avoir de point commun avec CD, et par suite elle est parallèle 
an plan HN. 

On conclut de ce théorème que par un point de l'espace on 
peut conduire une intlnité de droites parallèles à un plan donnË, 
puisque sur ce plan on pent tracer un nombre illlmltd de droites 
rayonnontei, et que toutes les parallèles ft ces droites conduites 
par le point de l'eqtace seront pandlèles au plan. 



Proposition (6). 

Si on abaisse une perpendiculaire a 
un plan, d'un point C d'une oblique AB, 
la droite BD se nomme projecllon de 
l'oblique. 

La droite AB est perpendiculaire à 
celte PQ, conduite sur le plan HN per- 
pendicnlalrement k la projectlmi DB. 
Ea eObt , si on prend BQ = BP, les obliques DP, UQ sont égales, 
et par mite aoitl celles CQ, CP. 

Les poinu B et C étant donc éqnldistanls de oenx P et Q, CB est 
perpendiculaire à PQ. 
rne remarque Importante A blre, c'est que la droite PQ est 
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pci'pendiculnirc nu pliiii V.\',\), luis ilcui angles Vïiii, PBC 

soDt droits , lo premier par eonatrncttoD , le second par démoDstra- 



(1)- 

Sl DOS dvoflB *B ett porpeDdlCDhiire 
mplanHN, sa pamHète CD wra per- 
peadieulalre an mâme pUii. 

En ttkt, étant parallèles, ces droitet 
I dclerminBiit la position d'ua plan qui 
cotipe MM suivant HD. 

L'angle ABD est droit, d'après l'hy- 
pothèse; et comme deux parallèles ont 
lenr perpendiculaire commune, l'angle 
CDB est droit aussi. 



plan MN, l'L perpendicn- 
D sait, proposition (6), que 



Sf par le point D- oa conduit , sur le 
laire à BD, projection de l'oblique AD, o 
l'angle ADI est droit. 

La droite ID, perpendiculaire à DB et DA, l'est donc au plan 
ABDC, et par suite A CD. Les denx angles CDB et CDI étant 
dralta la propoiillon est démontrée. 

PropoiUion (8). 

a' Deux droites AB, A'B', perpendi- 

culaires au même plan MN, sont paral- 
lèles ; car s'il n'en était pas ainsi, on 
pourrait conduire B'A" parallèle à BA. 
Cette nouvelle droite, d'après la pro- 
position [7j , serait perpendiculaire 
an plan UN, qui en posséderait deux 
B'A', B'A', an même point, ce qat est 
Imposable. 

Il snit de là que deux droites parallèles à mie troisième de l'es- 
pace sont parallèles entre elles, poisqu'elles sont perpendlenlalres 
à un plan mené perpendleulairement à la troisième droite. 



un. 
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PLUS rajkUÈLes. 
Propo^Um (ft). 

Deux pla» pearent ocooper & l'égard l'un de l'autra denx po- 
altliiiudlatliietei: oo Us ne panveiAioraoeontrer, quelque étendu 
qu'on les suj^wie, et swt dtts inrallèleB;oa ib se rencontrait, 
forment par lear IneHnBlaon mataelle nn angle mmuné dièdre. 

Deux plans perpendicnlaircs à la même droUe sont parallèles 

Car ^ les deux plans 
°, MN, Mff, perpeadlcnlalres 
' & 00', pouvaient se ren-^ 
/ ' «ntrer, sotrant la droite 
0/ CD; ennnlttauonpolnt 
A qneleonqne de cette 
ix points 0 et 0^, M finmerait an triangle ADO*, dans le- 
quel les denx angles 0 et ff serdent diolta indivldodlement; ce 
qui est Impossible. 




Deux plans parallèles coupés par on trotstème fournissent des 
tntersectloDS parallèles. 



Car la raieontre des droites AB, A 
situées dans le plan PQ, entraînerait 
celle des plans HK, VIT, dans lesquels 
^ elles HOtiadiTidaeUenieDt renfèimées. 



DeniE plans parallides ont Itan perpea 



Ed eRbt, >i on mi^oie In deox plans 
' m, MU' parallèles entre enx, et ta 
droite A'A perpeadlcalaire an plan UN, 
a perpendlcalalre ft tente droite 
AB de ce plaD, 

Le plan des denx droites BA, AA', 
coaperaHU'etiTaDtA'B'parallèleàAB, 
prapodUim (10). 

Ladndte AA' estdoDC perpeudlenlalre 
Â toute droite du plan IfN'. C. Q. F, D, 

Proposition (la). 
Des droites parallèles comprises entre {dsosparsllUM aont^les. 

En effet, les droites AA', BB', ia- 
lerseclions des plans parallèles MN, nnC 
par le plan des droites AB, A'B', seront 
parallèles, proposition (lo). La llgare 
ABB'A' est donc on paratlélognuDme , 
et par suite AB = A'B'. C. Q- F. D. 




nUlèles sont parallèles. 



•Propoïifton (ii). 
X angles A cAtés 




Ed effet, soient les plans MN, M'N', 
renTermaiit tes angles BAC, B'A'C, 
que BA soit parallèle â B A' et 
CA à CA'; en prenant les longueurs 
AB, A'B' égales, ainsi qae AC et A'C, 
et unissant les points A,A',B,B',C,C 
par des droites, on aura, en vertu 
de rbypolhèse et de la construction , 
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AA' =CC = BW, pnisqoe les Dgarea AA'C'C, AAVB, seraot des 
parai If logrammea, et ces droites Goront en outre paraltËles. SI le 
pisi) MiN pouvait n'élrr pas parnlltlu à M'N', un |)lan conduit par te 
poini A parallèlement » M'V couperait les drîiito ISB', CC en des 
poioli O, O', différents de t et II. On nuiail iiliirs UC — \,V, 
comme parallèles comprises entre plans parallèles ; mai» A A'=CC', 
aa aurait donc OC =('€'; ce qnt i» ae peut. Lesaiiglei Aet A' 
■ont égaux, par suite de l'égalité destrlanglei BAC, B^A'C. 

CoroUaire. Par deux droit» <b l'espace od pent condirin un 
■yttàma de deux plAos pontlUbM. 

jltr En flifct, aoit les deux droite* AB, 
B CB de l'espace, c'ett-A-dIn non ri- 
tain dons an nbne plso. 

Si d'un pointH pris arbitralreiDent 
sur AB on conduit HC paratlèle & 
CD, et d'un pdat N pris sur CD soit 
ausri mené A'B' parallèle à AB. Les 
deux englea AHC, A'HC aaroat Um eOtto m p eettwmaitpwl- 
lèles; leurs plaDS le seront dune. 

SI les droites propoHifl étaient parsIIËles, elles permettraient de 
cimdnire une iofliillA de vat^nei de ptana parallèles deux Adeax. 
SI elles se coupaient, on n'en poivtalt pas conduire. 

Propotilion (u). 

Les parues de dr<dtes de l'espace interceptées mtte trois plans 
parallèles forment une suite preportiaiuelle. 

7 Eo effet, si, prenant seulement 

/ deux droites de l'espèce AC, BD, 

/ coupées par les pions parallèles MN, 

PQ, RS , aux points A , B, C, D, F, G, 

7 ou traee Is transversale BC; on pourra 
cooduln les deux plans ACB,CBD, 
- 2 dont tes lutersecUouB utcc les plans 
propoais seront les droites AB, FB, 

/parallèles entre elles, CD, HG , paral- 
lèles aussi. Il résultera de cette cons- 
- » traction les proportions 
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AF:FC::BH:HC, 
BG:GD::BH:UC; 



eUcansedu rapport commun, AF:FC : : nG:GD. CQ. F. D. 

Il est (belle de conclure de lii que, pour une troisième droite 
combinée ave« une des précédentes, on ntirait une proportion ana- 
logue, liée àcellesobtenucsimruii rapport commun. Leur ensemble 
formerait donc une suite proportionnelle. 

Corollaire, Si des droites dérivaient toutes du point A , ellfs 
pourraient être regardées comme remplissant les m£raes coodi- 
Uona que les précédentes , puisqu'il serait possible d'Imaginer un 
plan condDlt par Icpoint A parallèlement à MM i on peut donc en 
cooclare que lonqne des droites parties d'an même point sont eon- 



peux plans sont dits perpendiculaires entre eux lorsqu'ils for- 
ment denz dièdres adjacents égaux. 



Il eit par lolle oéceisBlire de ifi procnrer vd moyen eertdn de 
comparaison de denx dièdres rnn & l'autre ; et pour qae ce ntoyen 
ne soit pas simplement théorique, mais ntilluible graphiquement , 
on doit chercher à remplacer le dièdre par on angle rectillgne. 
La première Idée qui se présente est de le former de deux (Iroitcs 
menées d'un même point de l'arËle, et dans les deni faces, puis- 
que le dièdre ne pourra éprouver de variations de grandeur, sans 




fên par deux plans parallèlei, elles 
lormuit, avee leurs parties inteicep- 
tées, une suite proportionnelle 




MUSL'IIF DE I.'A\r.I.E Oir.DRF,. 



PrapoM'MM (is]. 
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qn'nn tel angle n'en ubisK lul-raéme. Seront-ellei analogiiesT C'est 
ce qal dépendra ^bablement da potlUooi de ce» droites par 

rapport âl'arêle. 



51 elles fbntsTecHN des aogki qaelcon- 
ques MAB, MAC, leur angle ne s'anDUlera 
pas lorsqae le dièdre es fermera complète- 
mr.nt, pDliqa'elteg ne Beront pas nperpo- 




Si elles font avec l'arête MN des 
angles NAC.NAB, égaux mais non 
droits, leur angle s'annulera en mfane 
temps qae le dièdre; mais si les deux 
faces s'ouvrent pour dsTcafr le pro- 
longement l'une de l'autre, ces deux 
droites fonneront encore un angle tel 
que BAC. 

Ces simples observations suffisent 
pour élablir que ces deux ImposdU- 
lités ne se produisant plus si les droites AB,AC sont conduites 
perpendiculairement a l'arête dans chacune des faces, s'il exisle un 
rectiligne possible à sohslltuer an dièdre, et formé par drs droites 
qui appartiennent à ses faces, ce ne pourra donc élre que celui 
déterminé par deux perpendiculaires i l'arête en un même point. 

11 n'; a pas d'alllenrs lieu à choisir tel point de préférence t tel 
autre, puisque les grandeurs de l'arête et des bces ntntëreisent 
aucnnement celle du dièdre. 

Afln de eonstatec que l'angle ainsi formi snlt le dièdre dans ses 
varlatiooR, et varie proportionnellement i sa gnmdenr, il but 
d'abord établir qae les ret^lllgnes ainsi fbtmés^ dans des dièdres 
égaux sont égaux , et réciproquement. 
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Ed effet , si on place l'angle 
droit B'A'nr sur son égal BAM, 
tes surfaces planes H'P', MP coin- 
dderoDl. 

En vertu de l'égalité supposée 
des dièdres, les bces M'Q', MQ 
prendront la même direction. A'C 
, sera contenu dans le plan MQ, 
parUra du point A, ae confondra 
" donc avec aC; eu s'il bu étsit 

satremNit, Il ■'ensuivrait que dans un plan HQ, renhrmant MK, 
il y aurait au même point A deuK perpendiculaires AC, AC" à celle 

Eéciproquemem, si les angles B'A'C, BAC sont supposés égnux, 
en les superposant leurs plans se confondront, et les arêtes MN, 
M'N', perpendiculaires à ces plans [proposition [3)], prendront la 
même directian. Les plans H'A'fi', MAB aeront doue confoiKtDS, 
ainsi que ceux KTA'C, MAC , et par suite les dièdres seront soper- 

Sl deux dièdres sont dans on rapport quelconque de grandeur, 
ils le partageront avec leurs rectllignes. 

Car si l'on admet D-HN :I>-M'K' 
; : 6 : 9 , cela veut dire que le dièdre 
M'N' contient denx des cinq dièdres 
axdonlceluiMNestsopposéformé. 
' Les rectillgnes correspondants à cts 
dlèâres partiels étant égaux, le second 
contiendra deux des cinq angles dont 
le premier sera formé. On aura donc BAC : B'A'C:; 6 : 2, et par 
suite du rapport commun S, 2, 11 HN : D-M'H':: BAC : ffA'C. 
La rédproqae se de m outrerait d'une mnnière analogue, c'est-à- 
dire que d les rectili(;n<^s ïtaiciil dans un rapport quelconque, les 
dièdres auraient entre eux le mèioe rapport. 

On peat conclure de là qu'on ^èdre droit a son reetUlgne irolt î 
que deux dièdres a^aeenu sont npplémcDtalres Vm de L'aotre. 
a que les ditdm opposés an sommet sont égaux. 
On dit en conséquence que, pour trouver le rectiligDe d'un diè- 
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dre , image fidble de la graodeor de ce dernier. Il bmt élever dans 
chacune des Tnccs une perpendiculaire au même point de l'arête. 
Cette oiitTiiIion est ee\k' qu'on voit chaque Jour dans la marine 
eiécuttr par ks chnrpcutiors, iorsqo'Ils apporleot, dans un dièdre 
à relever, l'instrurueut nommé Tausse ëquerre, et compoié de 
deux T^les tonmant autour d'an point qid fixe une de leurs «xtré- 
mitét. Ils 01^ le strfn de dirige les deux règles perpeDdicnlaberotDt 
à l'arête. 

Lorsqu'on dit que ce rectiligne est la mesure da dièdre, il faut 
donc cntcniire par là que sou rapport à un recUUgoe droit est ie 
même que celui du dièdre au dièdre droit- 

Od dit souvent aussi qu'on forme le rectiligne d'an dièdre, en 
conduisant un plan perpendiculaire & son arête. 



De la proposition qui prét'ède 11 résulle immédiatement que il 
une droite est perpendiculaire à uuc surface plane, tont plan la 
contenant est aussi perpaidlculalre à cette surface. 



Car, en élevant en B 
cataire à CB dans le plan MN, le rccU- 
llgae ABD sera droit en vertu de l'Iiy- 

potbèse, puisque Alt, perpendiculaire au 
plan MN, le sera à la droite BD con- 
duite par son pied B dans ce plan. 



Propotilion (17). 

Lorsque deux plans BM, BiV sont per- 
pendiculaires entre eux , il est possible 
d'élever à un point C de leur intersection 

I une infinité de perpendiculaires h cette 
droite AB. Parmi tontes ces perpendlca- 

^ialres, celle CD, renfermée dans le plan BM, 
est perpendlcolalre an plan BN. 



En e/fet, ea linçaiU aii iioiiit C celle de ces perpendiculaires qai 
dons le plan UM, l'oDgle DCOsera droit, comme étant le reçu- 
ligne da dièdre. La droite DC étant donc peqieiidiciilalie au 
droites AB par b^poUièse, CO par démonitratlon , le sem à lenr 
plan BN. 



Proposilion (rs). 

De la proposition qui prt'CËde, il résulte que si deux plans BM , 
BN étant perpendiculaires entreem, on 
élève en un point C de leur arété oae 
perpendiculaire CD au plan BN, elle sera 
renfermée dana le plan BU. 
En eStet, s'il n'en était point ainsi, on 

-y paairait, dam te plan DH, tracer CD' per- 

— ^ peodlculalre i AB. Cette droite serait, 
d'après la proportion précédente, perpendicalnira an plan BN, et 
par suite CD, CD" seraient deui perpendiculaires éleréei an même 
point C, au même plan BN. 



SI deux plans PQ, BS qui se cou- 
pent , sont perpeadiculoircs à un 
troisième MN, leur intersection AB 
est perpendiculaire à ce troisième; 
car la perpendiculaire élevée au 
point B au plan MN devra être , 
' proposiUon (18), renfermée dans 
chacnn des plans FQ, B5,etpar 
mite se confondre avec lenr inter- 
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Proportion (ao). 




Si une droite BA est obli- 
que à DD plan HN, on pent 
cependant conduire on plan 
la renfermant, et perpendicu- 
laire A HN. n suffira en effet 
d'abaisser d'an de K* ptdnts 
■me parpatdlcnlain BO à ce 



/ \ Jm la droite AO h nomme 

' ' projection de AB. Les an- 

gles BAO, BAV, sont l'an le mlnimam, l'antre le maximum de 
ceux formés par BA avec les droites tracées par son pied sur ce 
pian. 

En efUet, A l'on condoit une droite K'K par le p<nnt K dans le 
plao MN , et qo'aprËi avoir pris AC s: AO , on trace BC, lu deax 
triangles BAO, BAC auront BA commun, AO = AC et BC obli- 
que BU plan, pins grande que BO perpendlcnlalre; d'où il résulte 
angle BAC> angle BAO. 

Puisque BAC est plus grand que BAO, son supplément BAK' 
sera moindre que BAC. G. Q. ¥. D. La difTéreoce entre les deux 
angles BaK, BAK' étant forcément moindre que celle entre les 
angles BAO, BAC, on conçoit que t^tte droite, en tournant autour 
du point A, verra cette différence s'effacer, et, par suite, devien- 
dra perpendiculaire à AB. Ce sera au moment où elle prendra la 
position unique ll'ii , perpendiculaire ù la projeetlan. 

On peut donc conclure de lâ ; 

1° Que par une oblique à nn pian on peut conduire un plan 
perpendiculaire au premier ; 

a° Que l'oblique an plan est cependant perpendiculaire A une 
des droites de ce plan, qui est perpendieulaiie A la projection de 
la droite de l'espace; 

3° Que deux dndtei BO, EH', non pirailèlei, et tituées dass 
l'espace, ont cependant une pei^Mndlculalre commune OA, qu'on 
nomme leur plus courte distance. 
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Tout plau PQ perpendiculaire A 
une droite AB û'm plan est perpen- 
dlcalaire ft ce plan. En elTet, si le 
plan PQ est perpatdlcnlilie h AB, 
réciproquemeot la droite AB est per- 
pendiculaire an plan PQ, Le ^an 
MN paMBDt par AB eat done pei^Kn- 
dlflilaire h VQ, pnfotà&m (in]. 



Le dièdre des deux plana AC, AD 
ayant ponr reetiligne l'angle CED, 
déteminâ par on [dan HN per- 
pendlcnlaire à l'arête, Il en résulte 
que si d'an point O, Intérieur & cet 
aDgIe, on abaisse deux perpeDdicu- 
laires OP et OP' sur sm côtés, leur 
sera supplémentaire du rec- 
du dfàdre. 

les droite! OP, OP', sont 
perpeDdlcnlalrei aux plans AC, AD, prapaaitlon (u). 

On peut danc dire que, lorsque d'un point intérieur à nn dièdre 
on abeiase deux perpendiculaires sur ses feces, lenr angle est sup- 
plémentaire du reetiligne da dièdre. 

SI deux perpendlcnlaires sont élevées eu B aux deux faces, ei- 
lérlenremoit an dièdre, lenr angle sera l'^I ou le eopplimen- 
talre do recUligne du dièdre. 




TDOISIBUK PintlB. 




Proposition (sa). 

Ijirsquc deux plans parallèles PQ, 
BS, sont conpés par nu troUième MN, 
_ lesdfUTCsalienieilDtKiiacoTretpmi- 

■^^ Bn effet, si aa point O de AB on 
forme lei recli lignes des quatre diè- 
dres dont AB est l iiic ti;, au moyen des 
droit» CD, F(i, celle deraière sera 
perpendiculaire â A'B', parallèle n 



Le plan de> denz droites CD, Fti sers popeDdlonlain ft AB, 
et à sa parallèle A'B'; Il coupera BS suivant Oiy, parallèle à CD. 
Les huit aogles formés par les deux parallèles CD, Cff, coupée 
par la sécante FG, sont donc les rectlKgnes des huit dièdres; 
donc, etc. 

Les réciproques sont fausses, et l'égalilé des dièdres ciirrespoD- 
danta n'eutraloe pas te paraJIéliune des plans qui les forment', il 
^Ut y ajouter la condition du parallélisme des arttes. 

En effet, si on suppose que les 
deux arêtes AB, A'B' étant paral- 
lèles, les dlUfM correepoD danta fer- 
més par les plans AD, A'D* avec MN 
soient égaux , les reetlllgnes 100', 
l'O'K, situés dans le mime plan perpendlealalre à AB, le seront 
eux-mêmes ; les droites 01, CI' seront donc parallèles, et par 
suite les plans AD, A'D' aussi, puisqu'ils renfèrmeront deux an- 
gles AOl, AVr, A côtés rcspacUni 
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Proposilioii (54). 

Lorsque deux plana BM, BK, 
secoupcut, Irouver le jiliis court 
chemin du point 0 au point I en 
passant par l'orefc AB. 

Ce chemin sera celui qui se 
développera en ligne droite lors- 
qoe les deux plans deviendront le 
, , P'^ongementl'undei'autre.c'est- 
ô-dire, la ligne 10. Pour connaître te point où elle renewitre BA, 
" * si on abaisse les perpendlGtilalreslC, 

OD sur cette ar«ù, les triangles lem- 
blables CKI, ODK, IbnrHliteot Is 
proportion CK : KD:;CI :0D. 
II bat donc, pour avoir le point K, 
1 partager CD en deux parties prop«^ 
tjonitelles aux deux perpendlenlalrcs 
l'arête, droites qn'on ponrnlt eondnlre du» la pcultlon primi- 
tive des plans. 

Opérant donc ainil dans la première flgore, m tmuien le 
polDt K, qui fonmlia le plot court chemin demandé OKI. 
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GÉOMÉTRIE DE Lh SPHÈRE. 



Ou iiumme spliëre le volume engendrd fax no d«ml-cercle tour- 
nBnt autour de ton diamè- 



Toutc seoUoQ faite daui la surtece de Ik Epbëre par un plan est 
une clrcoDféreDce. 

Ed «net , si on conçoit nne perpendicnlalre absissée du centre C 
sur le plan HN, et son pied I , et le centre C, joints à ûiîtéreata 
pointa de la courbe dlotersection, les triangles CIA, CiB, CID 



et les hypoténuses CA, CB, CD, égales comme rayons de la même 
■pfaère. La ligne d'Intersection ÉtaDtp]aDe,etsyaiitl<MUsespoiBta 
^idlitants d'un point intérieur, est donc une circonférence. 

Corollain. La perpendiculaire abaissée du centre de la sphère 
sur le plan d'une section passe par son centre, et réciproquement 
la perpendiculaire élevée au plan d'une section en son centre passe 
par te centre de la sphère. 

Si le plan sécant est conduit par le centre de la sphère, le rayon 
de la section est ednl de la sphère. Celle section, la plus grande 
de oella qae l'on pidsse effeotuer, se nomme, par cette idson, dr- 
eonférenee de grand cercle. Jamais sur aoe sphère deox grands 
cercles ne peuvent arinr leurs plans parallèles, on élre parallèles. 




'tre. La demi-circonférence 
engendre la surface da la 
si^ére, dont tous les points 
sont équidislants du centre. 



Dans celte partie de la 
géométrie, on conçoit que 
les flguies, tracées sur un 
tableau sphériqne, partv- 
dpent à sa courbure. 



PropotUùm (l). 



I, ayant le côté CI 



ofourrm m l'eepacb. tOi 
Le grand cerck «t à>la sphère ce qne le diamètre ert a h cireon- 
fénnce : il dlvlH la sphère et sa sorhce en deux parties égales. 

SI le plan sécant ne passe pas par le centre de la sphère, la clr- 
conféreDce détachée est dite de petit cercle. 11 y a des circonfé- 
rences de peut cercle de tonte grandeur sar une sphère, depuis le 
rayon zéro Jusqu'au rayon ^1 à celai de la sphère. 

Le peut cende eit à la iptaère ce la corde est à la clrcon- 
timee. 

Par deux poinb prit sQr la snrfiKe sphérf qne, Il peut passer ooe 
Toole de plans , et par suite de dmml&mwes de petit cercle. On 
ne p«at les joindre qne par tue cIrcontïreDce de grand cerde, ces 
deux points et le centre de la sphère fixant la position d'an plan 
unique. 

Ce principe sooflre une exception. Lorsque les deux points doo- 
DÉB sont sitnés aux extrémlléa d'an diamètre , on peut les Joindre 
par une inanité de circonférences de grand cercle, et leur nnton 
au moyen d'une circonférence d« petit cercle est incessible. 

PnpotaiM[a]. 

Deux petits cercles égaux ont leurs plans éqnidlstants du centre 
de la sphère, et réciproquement. 

Soient abaissées du centre C île in 
sphère les perpendiculaires Cl , Cl aux 
plans des petits cerdeat les ptints 1 et I' 
seront lears centres. 

Les triangles lectnngles CIA , CI'A' 
seront égaux , comme ayant les hypoté- 
nuses égales et les rayons lA, l'A'^tix 
par hypothèse; dnnoCI=CI'. C. Q. 
F.D. 

Eédproqnemeat, les deux mtmes triangles égaux, ai les pcr- 
paidlonlslres CI, Cl' sont admises de mtaie hingneor, fimmlsaent 
rëgalItéAI = A'I'. C.Q.F.D. 

Si deux petits cercles sont inégaux, le plan du plus grand est 
le pins rapproché du cmtre de la sphère , et réciproquement. 
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Ea effet, les deux triangles rectao- 
gles CIA, CIA' foDtDlsseot les égalités 
(S." = Cl' -(-U=, CA'- = â"-(-rï?5. 
Les premiers membres étant égaux , les 
seconds doivent l'être ; donc 

a'+ÎÂ'=CÏ'' + Fr'. 
Si on suppose Cr<CI,on en conclura 
l'A' ^ [A ; si on suppose l'A' >> lA , on 
enooiiclaraCl'<Cl. C.Q.F.D. 
On voit que let petits cerclei ont entre eux des lelatlaoi bdb- 
logWi A cdlM qoe possèdent lea cordes d'une dnxmHniMe. 

Propotition (S). 

Le plus court chemia d'un point i on antn nr lanubca de 
lasphÈre est le plus peUtdeideax aratdB gianduide oninmt 
ces deux pointa. 

Va eHèt, tonte courbe tracée tar la nirbee q^iérïqne A droite 
dapraa imlque du grand oerde, ann à gaodis sa qymétriqoe. 
Si dotto l^ne d'elles pouvait être le pins coart chonln, l'enbe 
le KTOtt uatû, et n ne peut exMer deux plus coiuti chemina. 

Propotition (4). 

Les points d'intersection de deux circonférences de grand cercle 
sont toujours auit extrémités d'un même diamètre. 

EuefiËt, les plan4.de ces deux circonférences renfermant le 
centre de la aphère, la droite d'intersection devra contenir ce point, 
et, par anile, être un diamètie. Or, lea pcrints coinmiii» aox denx 
cinMoféKDcet Otdvait appartedi à l'intersectloD de leur plan, et 
aont, par anite, aoxextrëmitës du diamètre. 




TllKUlUK DES POLKS, 




On nomme axe d'oD cercle, graad 
ou prtU, le diamètre de In sphëre per- 
pcDdiini luire à son plan. 
I Les exrrt'mltés de l'axe d'ua cercle 
j' se nomrncnt lis pûleadc ce cercle. 
Ainsi les points F et F sont les pdies 
du petit cwctfl AB, et aussi les pAIes 
du grand cerde HN, dont le plan est 
parallèle A celui de AB. 




Chaque p61e d un grand cercle 
est distant d un quadrant de tous 
1(3 points de sa circonférence, mé- 
prise sur la surface de laaphère. 

En effet, les angles PCA, PCB, 
PCD. étant droits, les ares PA, PB, 
PD, qui leur servent de mesure, sont 
nécessairement des quadrants. 



Chaque pAle d'un pelitcercle est éqai- 
distanl de tous les points de sa circonfé- 
. Cette distance n'est pas d'an 
\ qnadrant. 

En etSet, en Joignant trois potnUqnel- 
j conques, D, F, 0, de la circooférencodu 
petit cercle A son centre, et ces mêmes 
points nu pAle P, ofi forme trois triangles 
eclangles PID, PIF.PIO, égauxcomme 
ayant un angle égal rompris entre cA- 
lés rcsiieciivenienl égaux ; les bj-potéDUies PD, PF, PO, sont donc 
é^:ales : mais elles saut les cordes des arci de grand cercle PB, 
PK, PO ; donc ces arcs sont éganx. 
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iMt longwar ii*al pu «Aie d'un qDBdnmt ; car tls tont les n»- 
nimdn angles PCD, PCF, PCO,qi]I ne tont pas droite. 

Denx arca de grand cercle sont dits perpendlcnlBlreB l'un à 
l'autre, lorsque leurs plans le sont. Aussi cbacun dei arcs PD, PF, 
PO, est perpendiculaire sur l'are AB, parce que leon plau mit 
conduits suivant PI , pcrpcndieulairc au plan ADOB, 



gles PCA , PCB, auxquels lis servent de mesure, sont droits. La 
droite PC est donc perpendiculaire aux deux droites Ck, CB, et, 
par suite, à leur plan; CP est donc l'axe, el le point P le pâle. 

Il n'y a d'exception que pour le cas où les deux points donnés 
aéraient aux extrémiiés d uii mhiw diamètre. Alors les rayons 
CA, CB| servent le ptolougeiiunt l'un de l'antre, et la dixtite 
PC, perpendiculaire à une seule du plan du grand cercle, ne serait 
plu perpendiimlBlre à ce plan. 

Tant are de grand cercle perpendlenlalre à nn antre arc de 
gnnd cercle passe par le pAle de ce dernier. 



rèoe connu, renfermée dans le plan CBP; mais elle serait l'axe 
de ABD ; donc le pAlc de ABD est sur BP. 

Il résulte de la qne le pAle d'an grand cercle se trouve à Tinter- 
section de deox. arcs de grand cercle élevés perpendlcnlalrement 
aa premier par deox dejUB palnte non distante d'une demtcir- 
Goofêrence. 




Corollaire. Si un point de la sur- 
face de la sphère est à distance de 
quadrant de deux points de la drcon- 
rérence d'un grand cercle, il en est le 
pâle. 



En effet, si les arcs de grand cercle 
PA , PB sont des quadrants , les an- 




En crct, l'arc BP étant par hypo- 
tliésc perpendiculaire à ABD , les 
pians de ces deux arcs sontperpendi- 
. culaires entre cnx, et ont pour inter- 
L section le rayon BC. SI done an point 
1 G on âerait nue perpendknlaire an 
plan ABD, elle serait, par on théo- 




Le point Paera le pà\e de l'arc de 
grand cercle ABD, si l'arc de grand 
cercle PB est ù \a fois d'un quadrant 
et perpendrcolflire t ABD. En eiïét, 
puisque PB = i quadrant, engle PCB 
— 1 droit, la droite PC étant dans le 
plan PCB, perpendicalaire à celiii 



ABD, et étant en ontre perpeodicnlalTe à leur iDteneetkm, BC 
■en l'axe de ABD. Son extrémité P est donc le pAle. 

Il mit de cette théorie qoe, pour tracer tme circonférence sur 
une Bpbère,an nnra recoarsaiix propriétés des pflles, par suite de 
rimpoulbiUlé de conduire nn plan, qu'on peut seulement conce- 
voir. On fixera donc en un point de la surface spiiériqne une tige 
inextensible , mais Qexlble dans le sens de la longnenr seolement. 
En tournant autour de ce point, l'extrémité mobile décrira une 
circonférence de grand ou de petitcercle, solvant qoe larè^eaura 
une longnenr égale à dd qnadrent oa diffiéreDted'nn quadrant. 



La distance enti K les pilles de deux grands cerelea d'une sphère 

est In mesure du dièilrc de leurs plans. 



Poar qu'on point de la surface de la sphère loit le plie d'uoe 
(^rconféreDce de petit cercle, tl fiuit et il sufllt quil soit éqnldlitant 
de trais points de la elreonférence de ce petit cercle. 



(*) PnipnHioD(ll), TMorteda plan. 



Proposilion (6). 




En effet, si l'on trace les axes CP, 
CP* des deux grands cercles AB, 
A'B', on sait que i'angle FCP est égal 
an rectillgne du dièdre des plans AB, 
A'K mais l'angle C'CP a pour me- 
sure l'are de grand cercle PP*, Joi- 
gnant les dOu pAles. Le prindpe 
esl donc démontoé. 
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THÉORIE DE L'ANGLE SPHÉRIQUE. 

L'oDgle spliérique est Tormé par deux arcs de grand eerole pro- 
longés Josqu'A QDde leurs points de rencontre. 

La dUfërcoee eisentielle qui existe eotro l'iipgie raetUIgne et 
l'angle iphérhpie, c^eit qw du» le premier les cMéi ■'étolgnent 
l'un de rentre une r^r, tandii qae lea eiXt» de l'angle Bphé- 
riqoe, tofibamment prolongés) se rencontrent de nonran, et fbr- 
meot im nonvel angle iphériqne ^1 au premier. 

PropotitioK (7). 

^ En condaisant nu point A, sommet d'un angle 
sphérlqne, deux tangentes AM, AN, aux deu\ 
arcs qui le Tormeut, l'angle de CV3 deux tau - 
génies sera le mSme que l'augle sphérique ; car 
la circonférence pouvant être considérée comme 
un polygone régulier d'un nombre influi de 
cotés, la tangeato est te proloogement de l'élé- 
ment de la circouferencc. 

Mais ces di-oites AM, AN, contenues dans let 
^' plans AIA', ADA', et perpendicubires an point 
A de l'arête A A', forment le reetlligne du diëiire AIA'D. 

On peut doncdire que l'angle splicrique peut être regardé comme 
étant le dièdre formé par les plans de ses deux cûtés. 

Mais le rectillgne du dièdre pouvait se former au centre C, et ce 
nonid angle IGD a pour msnire l'are ID de grand cercle dont le 
point A cet le pAle, paiKtM lea arcs Al, AD, sont des quadrants, 
comme étant les metnree des angles droits AGI, AGD. 
On peutdoncdire, 

fQu'uD angle spliérlque est égal à l'angle recUlIgne formé par 
deux tangentes conduites par son lommrt anx deux arcs de grand 
cercle qn) le forment; 

3° Qu'an angle sphériqne a pour meure l'are de grand oncle 
compris entre ses çAIés, et décrit de kid sommet comme pMe; 

s" Qu'an angle sphértqoe a poar mesure l'arc de grand cerde 




adOKBTIUE DR l'b&pacb. lOT 
DDiuant les eslrémlléi de hb cdtfs prolongés Jusqu'à longaenc de 
quadrant 



Ob nomme plao biDgent à la suifuce sphérique, un plan qui n'a 
avec cette surface qu'uu point commua , quelque prolongÉ qu'on 
lem^ose. 



ToDt plan perpendiculaire à l'extrémité dn rayon est tangent ù 
la sphère. 



BédproqnenKOt, al le plan HN est snppKé tangent en A> il 
sent perpendienlalre an rayon CA. 

En efEst, a^ll en Était aatrement, on pourrait conduire la per- 
pendienlalre CD au plan. Elle serait plus courte qne CA on le 
rqron } le prétendu plan tangent entrerdt donc dans la sphère. 



Proposition (a). 




En elTet, soit le plan MN perpen- 
diculaire au point A, extrémité du 
rayon CA. Toute droite CB, unissant 
le centre à un point quelconque B 
dn plan MN, sera une oblique au 
1 plan ; elle sera donc pins Ibngne que 
1 CA, rayon de laspbère, et, par suite, 
te point B quelconque du plan sera 
extérieur à la sphère. 



raUMLES SPBBIIQIIES. 



On nomme trlai^le sphérique la partie de la anrEace de la 
sphère comprise entre trois arcs de grand cercle prolongés Jusqu'à 
leurs points de rencontre. 




AiQ3l ABC est un Iriaogte sphérique. 
Od ne s'occupera que de ceux ayant 
cbacan de leors côtés mofodre qn'ooe 
deml-eireonférenee de grand ceccle. 
I Unangle wlide triple ^antMQsom- 
' met an centre d'ans sphère, et formé 
de trois plans qui se rencontrent deux 
à deux, Intercepte entre ses faces qd 
triangle gphérîqae de l'espèce de cevx 
qnl viennent d'âtre défiais. 



Loi troll uglet fiwn ont pour mesure les trois cAlés dn trluigle, 
et les trofi dièdres MMit lei trois angles spbériqnes. 

Od voit done ^e les six éléments de l'angle solide triple, sont 
les mêmes que les six élémenb du triangle s^iériqne corres-, 
pendant. , 

Il convient donc d'établir la tiiéorie complète des angles solides 
avant de passer à celle des triangles sphérlques. 



On nomme angle solide le volume IndéOnI renfiarmé entre on 
nombre qaelconqne de plans se conpant en un même point, nommé 
sommet de l'angle solide. 

Le plas simple de tous les angles solides, celui qni n'a que trots 
faces, se nomme trièdre. Il est composé de six éléments, et Jouit 
parmi les angles solides de propriétés analogues à celles qal dis- 
tinguent le triangle parmi les polygones. 

IjOI interseoUons mntoeiles des plans des trois' Aces sont les 
arêtes des trois dièdres, éléments dn tiièdre. 

Propotition (9). 

Dans tout trièdre, le pins grand des tnris angles ftca est pins 
petit que la somme des deux autres. 



DlgWzattiyCi' 
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Eaeffet, %Qit bltdanslafiuxASB, 
suppoite la ptdi grande des Iroii, un 
angle ASD = A$0, et une droKeAB 
\ quetconqae tracée dans le plan de cette 
\ face, mais coupant ks tralsdndtes SA, 
\ SD, SB. Si l'on prend SC=SD, et 

0 \i qu'on Joigne lepolntC aoxdenxAet 

B, les deux triangles ASC, ASD leront 
ï " égaux corame ayant un angle égal corn- 

; pris entre cAtés respectivement égaux ; 

doncAU=AC. 
Dans le triangle ABC ona AB<AC + CB,et, retrancliaDt aux 
' deux membres les llgoea démontrées égala AD, AC, il en rérolte 
DB<CB. 

Les deux triangles CSB, DSB ont donc deux de leun^cAtés res- 
pectivement égaux, et le troisième DB de l'on raotodre qne le 
troisième CB du l'autre; donc angle DSB<ai)gle CSB. Montant 
aux deux membres les deux augles ASD, ASC, égaux par cona- 
truction, Il en résalle 

angle DSB + angle DSA <an6le BSC +angle CSA ou 

angle ASB < angle ASC +anfile CSB. C.Q.F. D. 

La proposition est Kicore vraie lorsque l'augle solldé a plus de 

En d&t, si on coqpe ses arttes par un 
plan quelcoTHiue aux points A , B, C, t), et 

qn'on trace [a diagonale BD, l'anglv solidr 
quadruple sera parlnyr cli ih iix nnjjli's so- 
lides triples, ([ui, (i'ai)rc- et' ijui vient à'ÉUr 
démontré, rourniront les relations su:~ 

ASD<ASB+BSD; BSD<BSC+CSD. 
Les qJoDlant mtmbre i membre , et sup- 
primant [es termes communs aux deux 
membresi 

ASD<ASB + BSC-(-CSD. C.Q.F.D. 
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Propatilion (10). 
Daw tant an^e loltâe, la somme du aogles faces qui te corn 
posent est moindre que quatre dnrits. 

n coupo toutes les arnica par an plan aux poiati 
A, B, C, D, F, on aura formé nn polygone 
qui pourra se décomposFr en cinq triangles 
AOB, BOC, COD, DOF, FOA, en nombre 
aui triangles de face ASB, BSC, CSD 
D5F, FSA. 

i somme des angles des triangles ayant 
mmet en S, est donc égale â la somme 
des angles des triangles ayant le sommet 




iposera , pour plus 



relation 
au point B, 
an point C, 



deux classes, i 



point A un angle solide triple, dans lequel ona la 
BAO + OAF< BAS+FAS ; 
ABO + OBC<SBA + SBC; 
BCO +OCD <BCS + SCD, etc. 
Ajoutant membre à membre ces inégniitéa , 

BAO+OAF+ABO-f-OBC+etc., 
<BAS+-FAS+SBA +SBC4-etc., 
OD la somme des ongles anx bases des triangles ayant le sommet 
en 0 moindre qoe la somme des angles aux bases des triangles 
ayant le sommet en S. Il faut donc par compensation qne la 
somme des angles en 0 soit plus grande que celle des angles en S. 
Mais celle des angles en 0 vaut quati'e droits; donc celle des 
angles en S est moindre que quatre droits. C. Q. F. D. 

On ToEt que cette somme s'approchera d'autant plus de 4 droita 
qne le sommet S descendra davantage vers le polygone ABCDF, 
et qu'elle s'en éloignera, au contraire, lorsque le point S s'écartera 
de plus en plas du plan de ce polygone. 

Cette démonsbation étant indépendante du nombre des faces, 
le principe démonM est donc également vrai dans l'angle solide 
triple. 
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Proposition (il). 

Lonqu'on ttiidre & deax de les anglei beee ^ux, le* dièdres 
appuéi lODt égaux cax-memes. 

En eflèt, soit supposé angle HSN = HSP. En preuaut Bor les 
arfites irais loDgueurs égales, SA, SB, SC, 
et Joignant ces points denx à deux par 
dea droites, on forme un triangle ABC 
isocèle en lertn de l'égalité des denx faces 
timitèei ASB, BSC, par mite de lliypo- 
tlièse. Il résulte de cette construction, 
» 1* que les triangles de fhccs sont tous 
V trois isocèles, et que, par suite, leurs an- 
gles anx bases sont égaux et aigus; 3° que 
les angles SAB, SCB sont égaux, les sn- 
gt« SAC, SCA, égaux, et les angles CAB, BCA, égaux aussi. 

Sien deux polJftls 0 et 0*, AnéBnr les arêtes SA, SC, A même 
dletanee do sommet S, on construit les lecUtlgnn des dièdres 
dont la arétee smt SA , SC, leurs côtés viendront conper cenx 
da triangle ABC, dans le senslndlqné par In figure, en des points 
H, H*, M, T)', ^ OD n'a pu trop éloigné les points O et de la 
bcfl ABC) Cest dans ce but qu'on n pria sur les arêtes trois Ion- 
gnenrs ^ales. Les triangles rectangles AOH et CO'M' sont égaux 
pirnlle ds l'hjpoOièiB et de la «mitruetlon ; 
donc OHsO'U'.etinddNmnent AH=CM'; 
les denx trfauglcsNOA, nVC sont égaux par le même motif; 
donc 0N = 01«', etinddemroent AN=CN'. 

Les denx triangles ANM, CN1M' seront alors égaux , comme 
Hynnt un angle égal par démonstration, compris entre eûtes dé- 
montrés respectivement égaux ; donc MN =^ M'.V. 

Ennn , les deux triangles MON, M'O'.N' sont alors égaax comme 
ayant leurs trois cAtés respectivement égaux ; donc angle MON, 
rcctllignedn dièdre SM, = angle Ntm, rectllignedn dièdre SP. 
C. Q.F. D. 



TMiRiiHi PAmxti. 



Proposilioa (lï). 

Les arttes d'nn trfèdie éla&t prolongées au delà de son sommet, 
forment ua nouveau trièdre iosuperposable au premier, et possé- 
dant cependant les mêmes diéments que lui. 

^ /H' En effet, les angles faces sont égaux deux 

A deux comme opposés par leurs sommets; les 
dièdres sont égaux deux & deux cmnine 
Ibrniéâ par les mêmes plaus. 

l'oD cherchaitàtnperpowr ces deux an- 
gles solides, l'arête SP coDvrlmit SH, SH' 
couvrirait SP; cl, par suite, les dièdres égaux 
ne se correspondant pas.l'arâte SN' prendrait 
: la direction SN". 

On a désigné ce nouveau genre de rdalkm 
n de symétrie. La symétrie cesse d'exlstw pour blie 
place à l'égalité absolue, il le trièdre proposé est Isoetie, puce 
qu'alors les quatre dièdres SM, SP, SF, SU', devlenoent éganx, et, 
|i:ir suite, se superposent sanBqn'fl sdt nécessaire que les arêtes 
homolo<^ucs coiDCLili nt. 

On dit en coaséqueoce que tout BDgle solide triple quelconque 
a un symétrique, et que tout trièdre isocèle n'a pas de ^métrique. 

11 ne font pas confondre la symétrie en dlc-même aveii la 
position degymétrle.AIiid les deux angles solides précédents pni- 
vent se désunir, et se placer à l'égard da l'antre dans nne position 
quelconque sans cesser d'être symétriques ; mais ils peuvent aussi 
se disposer l'un à l'égard de l'antre de telle sorte qu'ayant une 
face commune, ils soient situés de part et d'antre de ce plan. 
Ils sont alors dans la position de symétrie, les denx arêtes ex- 
térieures déterminant on plan perpendiculaire à celui de la face 
superposée. 
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Proposition (13). 

Si d'an vOat ff, inUrlsiiT A tm 
triËdre S, on altatsse troll per- 
peDdiculairea, S'A', SH'.S'C, sur 
les plans de ses trois faces, on 
forme un nouveaa trièdre, dont 
les éléments sont tappiémeo- 
tolies de ceux oppoads dn pre- 
mier. 

En effet , le plan CS^'ett per- 
pendiculaire à SA, polBqa'il est 

pontliiit par les droites S'W, S'C, perpendiciilnifca aux deux faces 
dont SA est l'inlerscclion. Le rectilij;\ie CD' li' est donc celui du 
dièdre SA, Mais, dans le quadrilatère C'S'It'D", les angles C et B' 
sont droits par construction ; donc les deux angles S' et D" sont 
sapplémcDlaires. Il en est de même pour les angles C'S'A' et 
CD'A', etc. 

Les angles faces du second sont donc supplémentaires des diè- 
dres du premier. Mais les arêtes du premier sont, par rapport 
aux faces du second, dans la même situation que les arêtes dn 
«ecood par rapport an:i faces dn premier ; donc les dièdres dn 
leeond sont boisI les suppléments des aaglei Ilices da premier- 
Cette propriété remaïqoBble s Mt donner à ce» angles solides 
Is nran d'angles solides supplémentaires. 

CAS D'ÉGALITÉ DES TBIÈDRE8. 
Pn^otUio» (14). 

Deax trièdre* qol ont lenrs fiteea reepeetlrenwnt égales ont 
leors dièdres re^eetlvement égans. 

En eflbt, si on prend snr les arêtes ilz longnenn égales, et 
qu'on Joigne leurs extrémités denx ft deux, on tnine, d'aprée 
l'hjpoôiiss et la eenitructioa, lix triangles Isoeèlts égaux denx A 
feux. 
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Od déduira de là les oonclaslons suivautes : 

Angle ABC =: angle A'B'C, et tea 
angles SAC, SHV; SBC, S'B'C; 
SAB, S'A'»', etc.. égaux deux à deax 

Si aax points O et fy, éqalâistants 
1 de S et de S , on construit les recU- 
llgnes AlOK, M'aN'.des dièdres dont 
les arêtes sont SB, S'B', od démoa- 
trera, comme dana lapropoiltlOD [il), 
l'égalité dea Irlangleg HOK, KOfff, 
et, parRnite,cdle dadlÈdreaSB.S'B', 
bat de la proposition. 

De ce qae l'égellté respective des 
faeca entraîne cdk des dièdres, il 
n'en bot pas conclan que les angles 
soudes sont égiox , ipali andement 
égmx dana tontes lenra paiHea cowUtnantei. 
Ils peuvent fitre égaux , mais aussi n'être qaa i^métrtqnea. 

Propwitiù» (16). 

Réciproquement, l'égalité dea dièdres respectifs entraîne celle 
des faces correspondantes ; ce qu'on démontre eu passant par i'in- 
tennédiaire des trié lires supplmenlnires. 

Les faces de ces nouveau^ trièdrcs seraient égaies deux à deux, 
comme anpplémenb de dièdres égaux par hypothèse : leurs diè- 
dres seraient donc égaux, on, ce qui est la même chose, les sop- 
piéments des fiieas des prenden seralnit égaax , ne qid se traduit 
ain^ : tesfacea dea premiers sont respect] vement égales. 




Proposition (16]. 

Deux triëdres qui ont un dièdre égal compris entre bcea res- 
pectivement égales, ont toutes leurs parties consUtoantea égales 
chacune t chacune- 

Deux cas peuvent se présenter : 

1° Ou la disposition des faces est la même ; 



oiioiiiiBiB ni l'bbpaci. us 
9° Ou 1rs faces saot disposées itoa nn ordre différent 
SI les faces «mt dans le même ordre, soient ASC = A'SC, 

\ASB — AS'B', dièdre SA = dièdre. S'A'. 
En posant i'aagle ASC sur son égal A'S'C, 
on les fera coïncider- Les pians A'S'B', ASB, 
, prendront la même directinn en vertu de Té- 
galltâ des dièdres, et S B' caïncutiTn nvec SB, 

A en vertu de l'égailté des angles ASB, A'S'B'. 
Les Irièdres seront donc superposés. 
Si les faces sont disposées dans un ordre in- 
verse, on construira le symétrique de l'an 
d'eux. Il sera égal àl'aatre; et comme lesgran- 
deorg de ses parties n'ont point été altérées, bien gnlnsnper- 
posabtM, ces parties n'en étaient pas moins reÉ^Hranent égaies. 

ProponUon (17). 

Deux trlèdrei qui ont une face ^ale a^Jaceate a deux dlidrcs 
rcspecUTement égaux ont leurs parties constitoentes ^alas. 

Ce tfwoTèma lentm dau le précédait, ao moyen da trièdra 
npplémentalies. 

Proposilion (18). 

La somme des trois dièdres d'un trièdre n'est pas. constante, 
mais comprise entre deux et six droits. 

Ed eOèt, ri on désigne par A, B, C, les trois dièdres d'nn tri^ 
dre, et par d^, tf, ^, tes trolsangtea (àces dn trièdre supplémentaire, 
on aura ieségalités A + a'=3',B+ii'=3*, = AJod- 
lant membre à membre, A-f-B+C+o' + e',et trans- 

posant A+B+C = 6" — [n'+ 6' -(-(O- LasommeA + B + C 
est donc moindre que 6 droits, et d'aillears plus grande que 

3 droits, puisque a!-}-tf+t^ a été démontré moindre qne 

4 droite. 

L'analogie entre la Ibéorie des trièdies et celle des triangles est 
remarquable, et n'est rompue que par les propoiUloDs (1 S) et (18). 



TROtSliUI PÀKTlt. 



THÉORIE DES TRIANGLES SPHÉBIQUES. 

On va retrouver pour les triangles sphérlques les mêmes théorè- 
mei, et daos le mSrae ordre que ceux démeotiéi pour les trlèdre«. 

Proporitlott (!&}. 

Dana ud triaugle sphérlquei on cMé qnalconqne est plus petit 
qne la somme des denx antrea. 




Ed oniKant les troU sommeti on centre O 
de In sphère, on recennatt en effet que le ebii 
e, meaare de rnngle AOB, est moiodre que 
'a-t-6, lomnM det memres des anglei AOC, 
COB. 



Proposition (SO). 

La somme des trois cAtés d'un triangle sphériqae est moiodre 
qo'oDe circooFéreoce de grand cercle. Ed cTfet, lasommedïs trois 
eôtéiGODstltDe la somme des mesures des trois aagles bcn d'an 
IriUie, somme démontrée moindre que 4 droits. 

Proposition (SI). 

Dans un triaugle sphérique Isocèle, les angles opposés aux côtés 
sont égaux. En effet, les sommetsdu triangle étant joiuts au 
centre de la sphère, le triédre ainsi déterminé sera isocèle ; donc 
U aura deux de les dièdres égaux, pvpotiUoD (1 1) : les deux angles 
cfflrreqwDdants da trlanf^e s^riqoe le gérant donc. 

Propotition (3î). 
D flxM» des triangles sphériqnes symétriques. 




>A' En effet, si on Joint au centre 0 de 
\ la sphère les trois sommets d'un trian- 
j gle sphérique ABC , et qu'on prolonge 
> y ces rayons Jusqu'à leur nouvelle ren- 
contre avec la surface iphértqne aux 




points A', B', C le noaveaa triangle intercepté aura ses parties 
canstltuBDtes égales à celles dn premier, sans que leur superpo- 
sition puisse s'elTectuer. 

Si cependant le triangle ABC était Isocèle, celui A'fi'C'le serait 
aussi , et la symétrie ferait place à l'égalité. 

Il est possible de conatmire deux triangles sphériques symé- 
triques dans la position de qrmétrie. 

Si do point A comme pAle, avec AB pour 
arc , OD décrit l'arc de petit cercle BMB', et 
que du point C pour pOle, avec CB pour arc, 
on décrive le nouvel arc de petit cercle BNB', 
u coupant le premier en B', la Jonction du point 
B" aux deux points A et C par des arcs de 
grand cercle fournira un nouveau triangle 
AB'C, ayant tontes ses parties conslitonntH 
D premier, sans que leur superiiositlon soit possi- 
ble; car on ne peut prendre pour charnière la ilgae cooilie 



Propoiilion (33). 

Si des trois sommets d'un triangle 
sphérique ABC, pris pour pûles, on 
f décrit trois circonférences de grand 
cercle, on forme qoBtre Moveanx 
triangles, A'B'C, A'CT, k'VC. 
C'A'B', dont les sommets sont les 
pôles des eûtes du premier. 
En effet, BA' est égal â un qua- 
'i: drant, puisque le point B est p6le de 

A'C; l'arc CA' est aussi égal à un quadrant, puisque ie point C est 
pôle deA'B' parconitructiaD.I«pointA', distant d'au quadrant des 
denx points B et C, est donc le pMe de t'a» BC. 
Le point A' est le second pAle de cet are. 
Il en est de mime des points C, C, par i^port i l'ara AB ; 

des points B*, B", par rapport à l'arc AC. 
Ces quatre tilanglei nouveaux se nomment les pdaires du pre- 
mier. 
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PropotUim (M). 

Le triangle centra) A'B'C, seul des qnitre, se nomniB nippté- 
raentaire, parce qall a chsctin de ses éléments suppUmnitain de 
l'élément opposé da premier. 

En effet, démontrer qne l'angle A a poor 
supplémeut B'C, c'est proDTer qne l'arc me- 
sure (le A, njoDlé à l'arc B'C, consHtae ane 
demi -circonféreace. 
Foar se procurer l'aro roetare de A, Il tnf- 
"^^^ fit de prolonger les ans AB,AC, Jusqu'à lenr 
rencontre avec l'arc B'C en H et N. HR sera 
e de l'angle spbËrlqae A, puisque A est la pôle de 
B'C. 

Or, 0*^1=1 qnadmot, puisque D'est le pAlede AC; ooadoDO 
B'M-i-MN=:| quadranti 
par la mâme raison C'N+NU=iqaadraDL 
AJautant membrd & membre, BU+HN+NC+HNsdeml- 

clreonfércDce, 

an Amplifiant; B'C-)-HN=demi-drc(»iféraice. C. Q. F.D. 

Bédproqaeflueat, BC est le nipplément de A', c« que l'on dé- 
montre de ta même manière en prolongeant l'arc BC ponr former 
l'aie FQ, mesore de l'angle sphérique A'. 

Le triangle snpplémeniaire A'B'C ne saurait avoir tes cùlés 
parallèles & cenx du triangle ABC, puisque les arcs de grand cerule 
d'ooe même sphère ne peuvent être parallèles. Le nouveau trian- 
gle envelopperait l'aucien, si ses cUtés étalent moindres que dus 
quadrants, et couperaient ceux des côtés de l'ancien, supposée plus 
grands que des quadrauts. Eofln, le nouveau triangle existera 
lonjours, puisque les cAlés du premier, étant moindres que des 
deml-idrconfSrences, auront chacun leur supplément 

Proposition (ï5). 

Gomme eooaéquesce du théorème précédent on démontre que 
la somma des angles d'un trlan^ sphériqne est bH^onrs comprise 
entre 3 et s droits. 



Car si on nomme A, B, C, les trois UDglca d'un tdongle sphdrl- 
que, a, b, c, ses trois cAlés, A', B', C, les trois angles do supplé- 
mentaire, et tf, If, c*, ses trois cAlés, on aura toujours 
A H- = B 4- = a', C 4- c" = y" ; 
donc A+B+C = 6'' — (o'-f-6' + «'). 

Haiaa'-l-V+A' est «mprls entre les limites o et 4drolti; 
donc A + B -t-C est compris entre lu limites 6 droits «t 1 droits. 

Un triangle sphériqne pent donc avoir ses trois angles aigus 
oa obtns. 

SI deux des angles MtntdndtB, le sommet di troisième est le p6Ie 
du cAté opposé, et les oAlés qni le eomprennent suit égaux à des 
quadrants. 

Si les trois angles sont droits, le triangle prend le nom de 
Irjreelangte. 

Le sommet de chaque angle est alors le pAte dn cMé opposé, et 
chaque cAté est égal à un quadrant. 

Proposition (îG). 

La surface de la sphère se décoinposc en huit triangles sphérl- 
qnes trireclangles égaux. 
Il suffit , pour le démontrer, de tracer, dans une circonférence 
de grand cercle AB\'B', deax diamètres 
AA', BB', perpendiculaires entre eux, 
et aussi l'ane PP' de ce grand cercle. 
Alors deux plans conduits, l'un par 
PPet AA', l'nutro par PP et BB', Joints 
au plan ABA'B-, partageront la surface 
de la sphère de la manière annoncée. 

On est dune en droit de dire que le 
triangle aphéiique Irirectangle est la 
huliième partie de la surface de la 
sphère snr laquelle il est tracé. 
Les cas d'égalité des triangles sphériqaes seront ia conséquence 
de ceux des trlèdres, et par suite au nombre de qaatre. 

Deux triangles sphériques sont égaux dans toutes leurs parties, 
et pur suite égaux ou symétriques, lorsqu'ils ont, 
1° Les trois cûtéBrespectlTenient égaux; 
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9' Les trois angles respecllTemeot égaux; 
s" Va angle sphérique égal comprit entre cWés rapecUvement 
égaox; 

A' Un eOté égal wiljacrat à deax angha n^ecUvaDcnt £ganz. 
Remargve. Il n'existe pu sor ane iphèroiletriBiigteispbéri- 
ques semblables, paisqne l'égalité des anglea de detuc trlangk* 
entraîne celle de leurs côtés. 

Mais si OD conçoit deux sphères de Tarons diffinnta déerlica 
da sommet d'an trJèdre, les deux trlsnglea sphériqn» Intercaptés 
ABC.A'B'C, aarontleDnn^N^ecUve- 
meiit iftmK, taon cAUs bomologiMs propor- 
tlonnels, et seront semblables. 

Le triangle sphériqnc ABC est b l'angle 
1-, Solide en S, ce riu'esi l'arc AB , par exemple, 

à l'angle ASB. 
\ Se même que l'angle ASB est & 4 droila 
comma l'arc AB ett & la clircimiËrence, de 
mto» la triangle ^hMqiie ABC eat à fa mrfkce de sa sphère 
comme l'angle solide S eti B angles solldea drolli. 

On peut donc dire qne le triangle spbériqoe sert de mesnre an 
trlèdre qui loi correspond, théorème qui ne pourra être utilisé 
qu'autant qu'on sanra trouver le rapport de la sorfhce da triangle 
apbériqne à celle de sa spbère. Telle est la raison qui nous bit 
terminer cette partie de la géométrie par la recherche de ces 
rapports. 

Les élèves feront bien de passer ce chapitre lorsqu'ils verront 
le coora pour la première fols, et de ne l'étudier qne lorsqu'ils ao- 
^root terminé la partie indispensable. 

Proportion (57). 

D'un point placé sur la surface d'une sphère, on peut toi^onn 
conduire âeux arcs de grand cercle perpeodlcuiaires à une cir- 
conférence de grand cercle donnée. On n'en peut conduire que 
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En efTct, si du point donné A on 
abaisse ane droite AO perptadEcalaire 
an plan BMD, et qne par la droite 
AO et le centre C on conduise un plan, 
. 11 coupera la snrface de la sphère sol- 
vant une circonférence de grand car* 
cle passant en A, et les arcs AP, AQ, 
sont les seuls possibles à conduire, 
parce qu'on ne peut par les pdntiA 
etC foire pasier qu'on ptui perpen- 
diculaire à BHD. Lei deux uci AP, AQ, mit topplénmitairei 
l'on de l'antre. 

Proptàtion (IB). 

L'are pnqwndieololra, moindre qn'nn qnadrant, est le plm coort 
chemEQ. 

SI l'on coDtoit en effet tout aotre arc, tel que AI, H sera oblique, 
et en Dnisaant le point 1 an point A', situé sur le prolongement de 
AP, de manière à airoir PA' = PA, on obtient an triangle aphé- 
rlqoe AlA' dans lequel on a AA' < (AI-t-IA') , et, par snite, 
AP<AI. 

Ce raisonnement sernil en défaut si AP était plus grand qu'un 
quadrant, parce qu'alors AlA' ne serait pius un triangle splié- 
riqne du genre de ceux dont les propriélés sont connues, puisque 
le cAté APA' serait plus grand qu'une derai-circonférence. 

Les ares obliques qui s'écartent également du pied de i'arc 
perpendiculaire AP sont égaux, et, de deux arcs obliques, celui qut 
s'en écarte le plus est le plus long. Ces principes se démontrent 
mot à mot comme pour les perpendiculaires et obliques reciilignes. 

L'arc perpendiculaire plos grand 
qu'on quadrant est le plus long chemin, 
«t plos long, par mite, qne tont arc 
obllqne. 

En effet, AQ oblique étant plu grand 
que AP perpendiculaire, son supplément 
AQ' e!>t moindre qne AP*, «ipplëment 
de AP. On peut de là eondnre que les 
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lis TBOUiiu toem. 

arcs obliques comparéià fm pe^endlcutBln plu grand qiCm 

quadrant , ont avec lui des relaflotu inrenet de celtM que possède 

l'are perpeadiciUalre inolodra tpCaa quaânuit & l'égard de ses atet 

«diUquee. 

■aSDBB SROSIIQDE DKS SDBfACES 8PnERIQtlES. 

Le triangle BphMqoe trlreetai^le, hnWËme perUe de la surfine 
de la HphAre, a été choisi pour nnllé de nirfue ^ibérique. 

On sait évaluer, à l'aide de cette onlté, lasnr&eedn fksean et 
celle du triangle sphériqm qudcooque, nommant fnseau la partie 
de la sar&ce de la splière comprise entre deux deml-elnxmCéreneee 
de grand cercle, 

■nSHKB DD FUSUU. 

PropotitUm (39}. 




Soli le fuseau l'AP'B, SI on ddcril 
du point Pciminii' [n'ili: une eirciinfu- 
rence de grand ecrdc , l'aie AU sera 
la mesure de l'angle du fuseau , et 
aura avec la circonférence entière le 
même rapport que l'angle spbérlqae P 
avec 4 droits, ou que le fosean arec 
la BDrfaee de la spbâre. 

On a ara doao 



" fuseau : sphère : : are AS : tire. , 

foa. _ arc AB 
sphère ~~ cire. ' 
SnbilItaaDt i vbèie 8T, en délignant par X le triangle triree- 
tangle, 

faseau _ arc AB _ angl e P. 
8T ~ cire. ~ 4 droits' 
fuseau sanpIesP 2nn<;1fsP 
donc ■ -r- = -j^i^= ,j,o,t ■ 

On dit, en conséqurncc, que k rapport de la surface d'an ftueaB 
à celle du triangle sphtriquo Irirttliinsle de sa sphère cat é{^l ao 
rapport du double de l'angle du fuseau à un droit. 
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Sott, mr exemple, l'angle du fuseau égal à 60° 38*, on aiira 
fOseau lia" se' ^ 

ce fbsean est donc équivalent & nu triangle trireetangle de la 
■phère, angmenté des 354 nillUèinra de ce triangle trireclanglej 
ce qDi ne hft nallement connaître l'étendoe en surfnce du fu- 
seao. 

U faodnlt postêder la grandenr du rayon de la sphère dout il 
a'a^l, et savoir calcaler en fonction de cette donnée la surface Ùa 
la sphère, et, par mite, de T, pour obtenir l'étendue de la snr- 
f&ee dn ftuean. 

MESnaE DU TBURGLE SPHEBIQUE. 

ProposUion (30). 

Deux triangles sphériquea symétriques ont la mâme surface. 

lïierfcl, soient ABC, A'U'C'deux 
triangles sphériques symétriques Ira- 
^,eés sur la même sphère, ou sur des 
sphères égales. 

Soit P le pûle de ta circonférence 
de pclit cercle passant par tes trois 
points A, B, C. En unissant le point P aux trois points A. R, C 
par des arcs de grand cercle , les trois triangles PAR, PISC, PAC 
seront Isocèles. 

SI on construit an point 11' l'angle splicrique A'B'P'i= ABP, et 
qn'on prenne W = BP, le point P' sera aussi le pôle de la circon- 
férence de petit cercle conduite par ics points A'B'C, car les trian- 
gles ABP, A'B'P' ont un a.wg\e égal par construction compris entre 
côtés respectlvenient égaux ; donc PA' = PA; mais PA = PU 
= PB'; donc PA'sFB'; de pins, angle ABC éuitégal à A'BC; 
.mA ai^e &BP=: angle A'BT'; donc angle PBC = angle P'B'C. 
DniBUddoBcFet C par un arc de grand cercle, les triangles 
PBC> FB'C utont aussi un angle égal compris entra cdiés respec- 
tivement dgtnsi donc , enfin, PA', P'B', P'C sont des ares ^nx, 
et, par snite, le point est pôie. 

Les trola triangles PAB, PBC. PAC, étant Isocèles, leront égaux 
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A bon analogues P'A'K, FVC, VkV ; les deux qnadiUatèret tpfaé- 
riqaes ABCP, k'&'GP' oui àfotù les mêmes sarftwei, qol, privées 
des triangles égaux APC, k'PV, foDralssent les restes ABC, A'VC 
équivalents ice qu'il fallait démontrer. 

Propositiott (31). 

La somme des surfaces de deax triangles sphériqnes oiiposài au 
sommet dans le même beraispliËre, 
est équivalente i la surface du fuseau 
ayant pour angle tm de oes angles 
opposés sa sommeL 
Soient les deux triangles ABC, 
" UBk'. Leur «uifaee est équivalente h 
celle du fuseau BAffC, qui se com- 
pose du triangle ABC et du triangle 
ACb', le symétrique de C'A'B, et, par 
conséquent, de même surface que lui. 





La trian-lo siilitrique ABC aynnt 
cliacuri dp sis cOfés moinilre qu'une 
demi-elrcoufércnce, il peut tou- 
jours être conçu comme trace sur un 
hémisphère. 

SI on prolonge ses trois cAtés jus- 
qu'à la rencontre de la clrconféreDce, 
limite de cet hémisphère, on aura, 
d'après le tlicorème précédent, 



D\E+HAG = fuseau dont l'angle est A; 
KBIl-l-EBF =fuseau doDtl'augle estB; 
FCG -(- DCK = fuseau dont l'angle est C 
Ajoutant membre ù membre ces égalités, et décomporant les 
triangles HAG, EBF, DCK en Ifluts surfkces élémentaires, 
D AE -h KBH -h FCG + ABC + MBCG + ABC -H EACF 
+ ABC -t-^ABK = fuseau A -H ftisoau B -1- fuseau C ; 



oioHims m i'ispacs. isâ 
■implIOant, duu la pramier membre, la MMume des termes souli- 
gnés formant Itiémtepbàre, 

H + s ABC = f. A -f- f. B -1- f. C ; 
pusant H du pronler membre dans le second, et divisant les ûeax 
membres par T poni nvoir le rapport de ABC à T, bnt qu'on se 
propose d'atteindre , 

9ABC f.A f.B ^ f-C_H. 

. f.A f.B f.C , , SA alï se 
nmplatatlt -^j par i«s valeurs j-^ ^ fj"' 75» 

proposition (s») , on initient = ^ + + ]fj ~ 

divisant les deax membres par 3, et réduisant an dénomlna- 
teor I droit, les termes dn second membre, 
ABC A + B + C — 3d. 
~T~"~ Id. 

L'excès de la somme des trois angles d'un triangle sphériqae sur 
3 droits se nomme excès spliéritiue; et l'on dit qae la surface d'an 
triangle sphérique est égale i son excès spliérique. 

Il faut entendre, par là, que le rapport entre la surface 
d'un triangle sphérique et celle du triangle trirectangle de la 
même sphère est égal sa rapport de l'excès sphérlqne a on angle 
dralt. 

Soit, pour exemple, A=S8°, 3 = 103°, C= 138*; 

ABC 89° + 1 Oa° + ' 38° — 1 80° 1 38° _ < 38 _ 

T ^ 90° ~ 90* ~ 00 ~ ' ' 

à moins de t centième. 

Ce qui vent dire que la surface du triangle ABC vaut une fols 
et cinquante-trois centièmes celle du triangle sphérique trirectan- 
gle de sa splière. 
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Pour troaver par uti moyen méca- 
nique approximatif la rayon d'une 
sphère donnée , on peat tendre aur sa 
surface un fil on une lame flexible 
qui tracera un arc de grand ceri^le, 
tel que A8, s'il est impossibla de len- 
dre davantage entre ces deux points. 
Mesurant avec un compas les longueurs des trois cordes AC , CB , 
AB, et construisant ce triangle en vraie grandeur, le rayou de la 
drcooférenca drcouacrlte tera celui ds It aphère. L'exaclltode 
de l'opératloD dépendra da «dn apporté aux mesarei dea trois 
cordea AC.BC, AB. 




QU&TRIÈME PARTIE. 

■nUUTÉ ÉLÉHENTAIU DES VOLUli 



Après les trois premières parties de la géométrie se place iiatD> 
relhiaeiit l'étude de la trlgoQométrie, que lea élèree ne sauraient 
apprendre trop tAi, pour s'habltner an calcul. Si donc on a bit 
anlrtment dans ce traité, c'est seulraient pour ne pas rompre la 
pad^nation. 



DES VOLUMES ET DE LEUBS UESUBE5. 

Tout volume est compris soos une sorfoee qui peut varier de 

forme à i'inflni. 

On est eepecdant parvenu à grouper sous un certain nombre de 
modes de génération, toutes celles susceptibles d'une définition 
géométrique. 

Les surfaces réglées sont celles engendrées par le monvemeot 
d'une droite nommée génératrice le long d'mie on plusleors lignes 
nommées directrices. 

Elles sont au nombre de quatre. 

1 ° La surface plane, engendrée par une droite qui se ment pa- 
rallèlement à elle-même le long d'ane droite donnée. 




3° La sorhce cylindrique, engendrée par 
une droite qnl se ment parallèlement à elle-même 
le long d'une eoarbe donnée qnelcoDqoe, nom- 
mée directrice. 
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S" La nirbce coolqu, engendrée par dm 
droite Indéflnk^ tonmantuitoar d'un polot fixe, 
le loDg d'Biw mrbe dlreetrlM. Le point flu 
le nomme Bomaut, et portage U HufiUB m devK 




4' La surfiKO gaDdie. engendrée 
par une droite AB qui le ment le 
long de deux droites de l'eipoce CD, 
FG, porall élément i un plan dlrec- 
teor MN. 



Lea aorraces coniques et cylindriques liiuttée* unt dévrii^pe- 
blet, c'eit4-dlre qne, lans rupture ni dupUcatore, on peut lea pis- 
nlder; et la Tediercbe de la forme de ce développement est un 
dei prdilèoua de la géométrie deseilptlTe. 



La ntrlhce de réTOlattoo wl celle dédite par 
une conrbe plane CDIIN, qui se ment antovr d'BH 

drolle AB nommée axe, tracée dans «on plan. 
^ Chaque poEat M àe ta courbe méridienne décrit 
une circonrérence ayant son centre sur Taxe AB| 
et son plan perpendiculaire à cet axe. , 




Dighized by C' 



13» 

La t'^Dmétrie tltmeatalre n'ayant Andlé 
qu'une seule II^qb courbe, la circonftrence ne 
s'occupe que d'QD seul cylindre; c'est celai dont 
la courbe directrice est une circonférence, au 
plan de laquelle la génératrice AB est perpen- 
diculaire. On peut dans ce cas, en le limitant à 
noe autre circonférence dont le plan est paral- 
lèle à celai de la première, le considérer comme 
DD volame ds révolutiou, compris sous la snrFacE engendrée par le 
contour d'un rectangle CDAB tuumant autour de l'axe fmoio- 
bile CD. 

/.> Par la mËme raison, la géométrie élémentaire ne 

considère que le cûne dont In courbe directrice est 
une drconféreace, et dont le point fixe S est situé 
sur une perpendlcnlalre élevée an centre G, Dans 
ce cas on Mt abstraction de la seconde nappe, et b 
i^* surface peut être considérée comme engendrée par ' 
le contour du triangle rectangle CSB tournant au- 
tour dp cAté se de l'angle droit. 
On voit par ces explications qu'il n'est question en géométrie 
élémentaire que du cylindre et dn c&ne de révolution. 

La sphère fait an^ partie des nirfiKes de révolution ; elle est 
engendrée par an deml-cerde tounuut autour de son diamètre. 

On nomme polyèdre no corps tamlné par des ftces planea, li- 
mitées elles-mêmes par des droites nommées «rétes. On n'étu- 
diera ici que cent convexes, on tels que leur surface extérieure ne 

puisse être percée par une droite qu'en deux points. 

Les polyèdres se divisent en deux grandes familles, les prismes 
et ies pyramides. 

Le prisme est le volume compris sous deux faces 
'' polygonales égales, nommées bues, ayant leurs cil- 
lés égaux respectivement parallèles,etM<u pinsleun 
faces latérales qui sont dea parallélogrammes, puis- 
que les droites, telles que AB, A'B', sont, d'après la 
^,déilnilion , i'i;nk's et pnrnllcles. 

Il en résulte que toutes [es arêtes d'un prisme, telles 
que les droites AA', BB'j sont égales et parallèles. 



// 



Le [ii'lsmc i':,t i>h1ii|tiL', si W= iiii'ks sont obliqurs 
nu plan <le [a hnn.'. Une druile iwrpeDtllcalaire an 
plan des deux bnses se nomme Lantcnr. 

SI les srétis sont perpendicalalrei auit plans du 
bnses, le prisme se nomme droit, et les faces laté- 
rales, telles que AllIi'A', sont des rectangles; uns 
des nrètïs sert dp liniilciir. 

Si le prisnif i-Sanl droit, su base devenniE nD 
polygone régulier, 11 prendmll le nom de prisme régulier, 

Propolition 

Lorsqu'un prisme l'^t eoupé piir un pliin pnrnllèlc ù sa base, la 
s(jetinn esl tiiiik' n l.i bnse, car ces deuj po- 
lygones ont, i" leurs cfttés parallèles comme 
intersections de deux pinns parallèles par un 
troisième ; 3° ces e<ilés égaux deux à deux , 
comme étant parallèles compris entre paral- 
lèles; eteniln, leurs angles respectivement 
ù^aux comme de mémo espèce, ayant leurs 
c6tés pirnllèles cheeun à chacun. 

SI dose un prisme est coupé par deux 
plans parallèles entre eux , et non au plan 
de* bases, les sectioDS sont égales entre elles, mais non aux bases. 

81 la nuIoB ftilte imi un prisme est détenalnée par un plan 
perpendicnlBire aux arêtes, elle te nomme secUon droite. 

Le volume Mmpris entre la base d'un prisme et une section 
non parallèle se nomme tronc de prisme. 

Les prismes se classent entre eux suivant 
la forme de leur base. 

On nomme triangulaire celui dont in base 
est un triangle, et paralléllpipède celui dont 
la base est nn parallélogramme. 
Dans ee cas, tontes les ftces, sans exeeptlon, sont des parallé- 
Ic^rammes, et ce corps est ans polyèdres ce qn'est le parallélo- 
gromme aux surfbccs. 
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SI le parailÉliplpède était droit, les faces iatËrolea 
seraient des rectangles; lesdeas bases seales seraient 
des {nrallétogrammei. 




Si, restant droit, les bases devenaient des rectan- 
> gies, toutes les faces, sans eicepUen, seraient des 
rectangles, et le corps pmdiaitlenom deparalléllpl- 
pède rectangle. 

Il tient parmi les votomct la inâiiie place que le 
rectangle parmi les surfaces. 

SI enÛD les foces devenaient des carrés égaux, le 
corps prendrait le nom de cobe. 11 est eboM ponr vÔM 
de volume. 

L'analogie avec le cairé est frqppante, et l'on volt 
qn'on a pris ponr anlté de volonté le coipi ayant pon 
fiices l'nnité de surface. 

La pyramide est le polyèdre compris sons plu- 
sieurs faces trlangulolres qui se réunissent au 
m£me point S, nommé sommet de la pyramide, 
et terminées à ane surface polygonale nommée 



1^ hauteur de la pyramide est une droite SO, 
abaissée du sommet perpendiculairement an plan 
de la base. 

SI la base est nn pol^one régulier, an cen- 
tre duquel tombe la hauteur, la pyramide 
prend le nom de régulière. 

Alors toutes les arêtes latérales, telles que 
SA, SB, SD, sont égales comme obliques qui 
s'Écartent également dn pied C de la perpen- 
dtenlatre SC an plan de la base. Les Mangta 
de liicea sont donc lacu Isocèles tt ^gns, et 
ta lianteyF SH de rno d'eus prend le nom 
d'apoUiènw de la pyramide. 




Proposition (3). 



Lorsqu'on conpe nne pyramide par un plan 
parallèle à ta base, la section est semblable à - 

cette base. 

Car les deux polygones eut leurs angles ri^s- 
pectivemeut égaux à cause du parallélisme 
-\ de leurs càtés, qui forment d'alUeura une suite 
proportionnelle, i>ar Boïte de la slmllltade des 
trlBDgtea tels qoe ASB, A'Sff; BSC, ttSC; 
CSD, CSD". nsF, mr, etc., liés deux à deux par un e«té 




On a donc 

ABCD, etc. : A'B'C'D'.cIc. :: AB- rA'B":: SB' : SB': : SO' : SO'. 

On peut dire aussi que les arêtes SA, SB, SC, etc., ainsi que In 
hauteur SO, sont coupées proportion tiellcment par le plan A'&C'D' 
parallèle à la base. 

On toit que cette section diminue lorS[|ue le plan sécant l'ap- 
proche du Bonunet.et augmente dans le cas contraire. 

La volume compris entre la base et la lectioD cnutilue nn traac 
de pyramida & bases par^I6les ; le trooc serait & bases non paral- 
lèlei, it la leetioo Âait déterminée par an plan non parallèle A 
ceiQi de la base. 




Si deux pyramides de 
bauteurs égales ont lenn 



plan, et sont coupées par 
nn plan UIC parallèle ft 
HN , les snifoces des sec- 
" tiens seront entre elles 
vertu du principe précédent, 

: SH''; 
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Hais la denx derniers rapports de ces proportions sont égaux 
d'après l'hypothèse; donc 

ABC : DFGO :; A'B'C : D'FG'O'. 
SI les bases étaient équivalentes, les sections le seraient done 

iOSSi. 

La pyramide trlangoiaire SABC est le pins 
slmpki de tons les polyèdres, 

i' Parce qu'on ne peut renfermer an espnuc à 
moins de quatre faces; 

r Pnrre que ces faces sont les plussImplM pos- 
sibles. 

Celte pyramide a donc quatre sommets, quatre 
bases, quatre hauteurs, 
mie prendrait le nom de tétraèdre régulier, si ses quatre faces 
ëlaieut des triangles équilatéraus , alors nëcessBi rement égarai 
entre eus; car les faces latérales ne peuTent être équUatérales 
sans être égales, et sans entraîner dans la même propriété In 
base ABC. 

Proposilion (4). 

Un polyèdre se nomme régulier lorsqu'il a tous ses angles so- 
lides égaux, et qu'en même temps ses faces sont des polygones ré- 
guliers égaux. Aiusl, les corps désignés précédemment sous le nom 
de prisme régulier, pyramide régulière, ne font pas partie <les po- 
lyèdres réguliers, puisque, dans leur déOoltlon, on n'a exigé que 
la régularité de leurs bases, et non de lenra fàces latérales. 

Si le nombre des polygones reliera est indéflol. Il n'en est pas ' 
de même pour tes pdyèdres. H ne peut exister que cinq polyèdres 
réguliers. 

En ritet, d'après la définition, les angles solides doivent avoir 
ponr faces des angles de polygone régniler. 

Or, l'angle d'un triangle &]nllatéra) étant le tiers de 9 droits, on 
ne peut en accoupler autour d'un point que trois, quatre ou dnq 
pour former un angle solide, puisque six de cea angles fermeraient 
4 droits, et qu'un norabre pins ^and que six ne formerait pln^ 
un angle solide. 
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Il H peut donc exister {iliu de trois polyèdres réguliers ayaut 
pour taeet des triangles équllatéraux. Ud d'eux nons est connu , 
c'est le tétraèdre rAgnlIer. 

Od D'en peut foire qa'nn gjant poor bces le polygone régulier 
qui vient après le triangle équllatéral; c'est leenbe.ayantpoarben 
six carrés égaux. 

On ne peni accoupler que trois à trois des ongles de pentagones 
réguliers, polygones qui ne penrent donc donner ntistanee qu'A 
un polyèdre régulier. 

Enfin, iH angles dea polygones réguliers dont le nombre des 
rAlésestsupËiieoràelnq, ne peuvent eontUtner les bcesd'nn en^ 
solide, la somme de trois de ces angles étant égale 6 4 droits 
pour l'heiagoue, et supérieure à 4 droits pour les polygones 
ii-Ruliers d'un plus tirand iiombri; dp cotés. 

Ces cinq polyèdres réguliers existent, et celui dont le nombre 
des bces est le plus grand ea puiisèdo vingt, et se nomme Icosaèdre 
régulier. On ne peut done , comme pour les polygones , admettre 
l'rxiitenee d'un polyèdre régntler ayant nn nombre indéflnl de 
faces. 



En effet, les angles solides A, A'. éf>nux par hypothèse, étant su- 
perposés, les bues le confondront, et les oréies A'K', AK suivront 
IsniAme direction. Hais elles sont cyales d'après l énoncé, puisque 
les Aces AKHB, A'K'M'B' sont égales. Les deux arêtes A'K', AK se 
couvriront donc. Il en sera de même alors de toutes les autres, en 
vertu de leur parallélisme et de leur ^alJté. Les bases supérieures 
et inférieures étant continidnea, lu prismes se couvriront. 



Proposition (S). 




Pour que deux prismes soient égaux, 
c'est-à-dire superposables, il faut et 
il sufllt qu'ils pu.'iscdcDt uu angle so- 
lide égal, compris sous trois faces res- 
pectivement égales, quel que soit le 
nombre des cAtés de leurs polygones 
de bases. 
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Proposition (6). 




Le parai lélipipède oblique Jouit de 




!. Ed effet, deux hea op- 



posées quelconiiueSgBC.'AD', sont éga- 
les et ont leurs plans parallèles ; car 
X'A est et parallèle à BB', ctnnme 
arêtes d'uDméme^sme. AD est égal 
et parallèle A BC eomme cAtés oppo- 
sés du parallélogramme de base, et 
les deux angles A'AO, B'BC sont é^nx 



comme étant de même espèce, et ayant leurs côtés respectlTement 
parallèles. Dodo, ete. 

Les dtagonaka se eonpent uod même point, qui est le milieu 
de cbacuMd'eltes, car D'Bet ^Dsont diagonales du parallélipl- 
pède, et nnssl du parallélogramme DBB'l)'. De même, la seconde 
de ces diagonales B'D, et la troisième A'C, sont les diagonales du 
parallélogramme DA DC A'C passe donc par le milieu de KD, 
point par lequel i)'B passait déjà. Il en est de même de la qua- 
trième; donc, etc. 

Les angles solides opposes sont symétriques l'un de l'antre. En 
efibt, les arêtes pralongi^es de l'angle C' forment le symètrlifne de 
l'angle solide C du paralléliplpède, et aussi nu angle solide, l'égal 
de celui A , parce qu'ils sont composés d'angles faces respeclive- 
roent é^am et semblsUement disposés. Donc, etc. 

Le plan diagonal lyB'BD divise le paralléliplpèdc en deux prismes 
triangulaires dont les faces sont respectivement égnie», et dont la 
superposition est cependant impossible, puisque les iinglrs suliiies 
de l'un ne sont que les symétriques de ceux de l'autre. Ces prismes, 
qui ont une partie des caractères de l'égalité , ont reçu le nom de 
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QUATRliue PABUE. 



priunes symétriqnes; et ai on les accolait 
bawdban, Ils prendraleiit, àl'igard I'qd 

7 de ['notre, la poeltloa iodlgaée par la fl- 
gon. 
L'impossibllllé de snperpoiitlon prove- 
nant unlqaement de l'obllqnlté dea arê- 
tes, il en résulte qac si le parailéllpipède 
devenait droit , lea angles solides ôppo' 
■és MraleDt ^bax, parce qu'en effet ils deviendraient Isocèles, 
et les deux priâmes dans lesquels il se dicooipoMndt sentlent 
Miperpotables. 

Proposition (7). 

Les deux prismes triangulaires symétriques 
ABC, A'B'C; AUC, A'D'C, dans lesquels te 
décompose par ao plan diagonal le parailéll- 
pipède oblique, «mt éqnivaleata. En eOist, it, 
après avoir prolongé les Bi£tei et pris tar dd 
de ces proltHtganeBtsaneloagaenrHH' égale 
à liB', on conduit par ces deux nooraox 
, points deux pteuperpe&dlenlalrtt aux artles 
'„ prolonRêes, on aura fornié qd noaTeao parsl- 
léliplpède droit, divleépar 1c même plan dia- 
gODal an deux prisnea triangulaires MNP , M N P' ; NUP, N'O'P' 
égaux entre eux, proposition (6). 

Lm deux troncs droits MNP, ACB;M'N'P', B'A'C, saDtiupec- 
ppaablea, puisque leurs bases droites sommes, «t qae Itnrs arêtes 
boiDolognes lont composées de ligues égales par constiwtiaii, et 
d'une partie commune. 

Si, de ces deux troncs égaux , on retranche le tronc commun 
M'fi'P', BAC, les volumes restants, c'est-.i-dire, les deux prismes 
MNP, M'N'l>'i BAC, IVA'C, seront équivalents. 

Il en sera de même des prismes NOP, S'ffP'; ADC, A'U'C. 
Hall les deux prismes droits sont égaux ; donc les deux prismes 
obltqaeB qDl lenr sont équivalents, sont équivalente entre eux. 

On peut de Ift ewetiin que tont prisme triangulaire a son vo- 
lume molUé de celui d'un parailéllpipède de même hauteur et de 





Proposilion (8), 

Deux parai Idlipipëdcs ayant même base Inférieure, et leurs bases 
supérieures entre les m&iies parallèlei, «lut équivalent!. 

Eneifot,s(deDtlesdeaxpBralléllplpèdes 
à base Inférieure commune AA'GTi , et à 
supérieures BB'D'D, FCC'P, com- 
prises entre les mËmes paraliëles CB', FD'. 

Les deux prismes triangulaires A'C'li' 
G'PD', ACBGFD, sont égaux, proposi- 
tion (5], comme ayant tes angles solides 
triples A, A' ^gaui, compris sous trois foces respectivement égales. 

SI du volumi^ total oo retranche le premier de ces prismes, Il 
reste le parallélipipède GAA'G', FCCF". 

Si du même volume total on retranche le second prisme, il reste 
le parallélipipède GAA'G', DBB'iy. 

Ces deux parollélii^pèdes sont donc équivalents, puisqu'on les 
obtient m retrauahant tocceaslveiaeiit du roême volome det to- 



SI deux parallélipipèdes ont même base Inférieure, et leurs bases 
nipérienrts dans le môme plan, ce qui leur nssignc la mémir 
haatenr, leur volume est le m£me. 



. ' En effet, soient B la base 
inférieure commune, F, B", les 

1-//^ bases supérieures. 

En prolongeant denx des 

I ' I côté» parallèles de V, et le« 

deux autres de B", on (brme un troistème parallélogramme B", égal 
à chacun des précédents. 

LesparallélipipèdeiB,B'; B, B", sont équlvatents d'après la pro- 
position précédente. 
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11 en »t de même du deax paraUélipipMe» B, B"; 3,8^. Les 
deux volâmes B, B'; B, V, «luivelenli ux latme B, ff*, sont 
donc équivalents entre eux. 

On volt l'analogie qui exUte entre ce prlntipe et celui corres- 
pondant dei aarfaees; deux parallélogrammes de même base et de 
même hauteur sont équivalents; Il y a seulement dans la démons- 
tratlon un lotermédialre de plus, à cause de la troisième dimendon. 

PropùtilUm {lO). 

De même qu'on a pu transformer un parallélt^amme en an 
rectangle éqnivnient sans altérer les dlmeusions, on peut redres- 
ser un parallélipipÉde oblique et le rendre droit, sans modIDer ni 
le volume, ni la base, ni In hauteur; et, ramené ftcet état, on peut 
CD faire un parallélipIpfJe rectangle équivalent de même hauteur, 
et de base éijuivatente. 

Si aux points Ai B, C, D, on élève des per- 
pendiculaires so plan de la base inférieure, 
reUes percèrent cdul de la base supérieure en 
des points H, N, P, Q, Don situés sur les 
arêtes du parallélogramme supérieur, puis- 
que les plans des faces ne sont pas perpen- 
diculaires à celui delà base. 
On aura ainsi formé un pnrailélipipcde droit, de même base que 
celui oblique, de même hauteur, et qui , pnr !-ultc, lui sera équi- 
valent. 

^- y y 1- SI actuellement on [riinsfcrmc la base ABCD eu 
rS^c-nn rectangle «(uivnictif GBCl'', et qu'on élève aux 
points G et V des pcrpe mil eu Inires an plan ABCD. 
elles seront celle fuis enntentifs dan» les plans des 
feces, et perceront le plan supérieur en des points 
G', r (it farûle A'D", 

Oti aura, p»i- cette cnnslruction, formé un parai- 
It'lipipcde i-ucUitiyle GBCF, G'B'C'F', équivalent nu 
droit comme ayant même base B'BCC et même hauteur DG. Ce 
dernier pandléllplpède a conservé la hauteur du premier, et a pris 
une base équivalente A la ^enne, le voturae n'ayant pas d'ailleurs 
clé altéré. 
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Tiiut prisme piilycoiial pouvant se décompo- 
ser en prismts tri angulaires, il summil de savoir 
obtuiir la mtsure de ce diToier poar en coo- 
clure le ïoiiime dn premier. 

Mais le prisrac Iriangnlaire ayant md TOloine 
moitié de celui du parallél^pMede même hao'' 
teor et de base donble, Il sofBralt de savoir me- 
surer la solidité de ce dernier ta foDOtloo de m baie et de is 
hanleur. 

Uals te rameDant lul-mbne à ud paralléUpipèdG rectangle dr 
mèmei dimensions, on est conduit à chercher directement la nre- 
■nre de ce dernier voinme, qnt , panni Iom lei polyÈdm, a le plu» 
d'analogie avec le cnbe choisi ponr nidté. 

MESURE DES VOLUUES. 




Proposition {il). 




La volumes de deux parnlléltpl- 
pcdes rectangles de bases ^Dles sont 
entre eux dans le rapport des deux 
liiiuleurs. 
En efl'ut, si, concevant qne l'une 



des haoteurs soit divisée en assez de parties égales poar qoe l'une 
d'elles soll contenne exactement snr l'antre, et que per tona les 
points de division on GondnlsedesplanBparailàle»«uz bases, on 
aura décomposé les àem volumes ea parai léHpipèdes reetanKles 
partiels égaux, et en nombre égal à ceux desdlvlriooedes hantenrs. 

Le rapport des volumes sera donc le même qoe celui des ban- 
liurs. 

SI, les hauteurs étant égales, tes bases devenaient différentes, en 
délignant par H, a,b tn^ arêtes contIgDês dn premier, et par 
H, a, 6" edies cocreapondantes du second, H serait to^JonrB pos- 
sible de concevoir nn troisième volome de même nature servant 
d'Intermédiaire, etayantponr arêtes homologoesH, aetA';alors 
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en détlgDont ces trois iolum«t par k* lettres P, V, ^' on aaralt 
P: P"::&:6', puisqu'ils ont la base commune H, a; de même 
P": P" :: o:rf, puisqu'ils ont la face commune H, tf. 
Multipliant par ordre ces deux proportions, afin d'éliminer 
l'auxiliaire F', on parvient à l'expression P:P':: a^biiixl/, 
qui bit reconnaître qu'à hauteur égale le rapport des volumes est 
le mâme que celui des BorAeei des liases. 

Slenfln il o'axlstidt ntetine dimentlon commune, en désignant 
par F, H, 0, b, le volume et ^is arêtes contlpiés du premier; 
par P*, H*, ff, fr, le volume et tes trois arftes du second, et 
par P',H,a,ft',le volume et les erétes d'un anxlllalre, on aura, 
en verta de b première partie du théorème précédent, 
P : P" ::6: 

«verta de la deuxième perde, P": P IIXa:H'Xa';eteDniuI- 
tlpUtmtcei proportions terme & terme, ponr cEimlner ranifllalre 
P", on trouve PiP*:; HXoXft îH'Xa'Xfr. 

On apprend donc par là que les volume! de deux parai lélipipédes 
rectangles ont, entre eux, le même rapport que celui des produits 
des trois dimensions linéaires, ou arËtes d'un mùme angle solide. 

On peut aussi regarder le rapport H XaX6;H'X X 6' 
comme étant celui des produits des bases par les bauteun. 

En comparant nu parallélIpIpUe P dont les arêtes sont H, a, b, 
i an cidM G dont les arêtes sont d£^nées par l, on aura 
P_ HX«X6 _. H a *_H ai 
c~7x7xr— 1^7^ l— p 
Résultats qnl se traduisent ainsi : 

La mesure dn volume dn parallélipipède rcclsnglc est égale au 
produit des mesures de ses (rois dimensions; 

Et aussi la mesure du volume du p.-iraUélipipède rectangle est 
égale au produit des mesures de la hauteur et de la surface de la 
base. 

On vidt qne ce dernier énoncé exige que l étant pris ponr unité 
de longueur, /* soit l'unllé de surfoee, et T ou C l'anllé de volume. 

Cette dernière expression convient au parallélipipède oblique. 
Pratiquement, elle e^t iuapplieaiile, faute d'un proeédé graphique 
qui permette de tracer In hauteur. 

En vertu de la proposition (7] , l'expression du produit de la 
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mesure de la base par eelle de la hanteur coDvient m priime 
triangnlalre. 

Elle s'étead an priNW polrewial. Bn eBst, pourant être dé- 
composé en priunes trlaoKalsIna de même tuateur que lai, et 
de bases qn'on déiitpiera par B, B*, V, (dfi., qui par leur eomnie 
constituent la base polygonale, on devra ^janler des expresiioDa 
telles qneBxH, B'xH, ll^X H, qui doDueniDt, par snitede 
la présence da foctear commua, H, H (B+tf+B', etc.]t «i la 
hanienr par la surface de la base. 

Proposition (la). 

Le prisme régulier aura pour mesure de bod Tolnme le produit 
de sa base par sa hanteur, et pour mesure de sa snrface conraxe 
te prodnit da périmètre de sa base par sa hautear. 

Or, Il existe des prlemes réguliers de tout sombre de hces ; et d 
un conçoit ce nombre rendu â la limite, le corps se transforme en 
un cylindre de révoluiioii. 

^ Donc le cylindre éliment^re a ponr mesure de 




son volume te produit de la snrfiieejla cende de ban 
par la génératrice, sa snrhce convexe ayant ponr 
mesure le produit dé la dKonffrenee de bute par la 

génératrice. 

Il est possible de traduire algébriquement ces 

énoncés. 



En désignant par H la génératrice, et par R le rayon de la base, 
on aura volume cylindre = H X DR* on nR'H j 
surface convexe cylindre =HX3nB on aDBH. 

Si H on la faautenr devenait ^ale an nyoa de la base, «s ex- 
pressions se transformeraient en ces denx autres ; 

volDme=nR'; 
snrfiu» convexe = aUB'; 
ntrilu» totale = 3nB>+nR*-t-IIB' on iIIB*. 
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■TOLDUE DE LA. PYBAUIDE. 

PmpOiilim (IS). 

Si deux pyran][dts triaiigu- 
A, \a\tK3, de bases équivalentes et 
/ !\ _ de hauteurs Égales, ont leurs 
■ >' bases placées sur un même 

, -/ j'V, plan MM , et qu'on les coupe 

v I A par un plan parallèle à celui 

\ rommun des bsMs, les sec- 
■^tlotu abc, t^itcf Haat entra 



elles comme les bues, praporition (S), (ont éqaivaleiitei. On pent 
âoDC consldirar les deux pynmldei comme compoiées d'an même 
nombre de seettaus êtpilvalaites deux à denx> U est pennls d'en 
conclure que les volumes des deux pyramides sont probablanent 
les nibnes. Oa dit probablement, parce qu'on ne duit pas admettre 
qn'oD Toinme vit composé d'une somme de lecUons qui n'ont pas 
d'épalneor. Aussi ce principe a-t-ll besoin d'une vériflcatlon Ré- 

Si donc on suppose 
qu'il puisse exister une 
dlITéreuce d eulre les vo- 
lumes V et V, on aurait 
-V=d, le volume 
de la preinlÈie étant sup- 
posé plos grand que celai 
de la seconde. 

Cettedirrérencedpour- 
ra toujours être conaldé- 
rcc comme In siillilitu d'un prisme uxant pour base ABC, et une 
hauteur convenable AD. La hauteur AO étant divisée en parties 
égales moindres que AD, si l'un conduit par ces points de division 
des plans parallèles 6 UN, les secUons seront en même nombre, et 
équivalentes deux à denx. 




CuiistruU.iiit »ur la base et les sections de la première pyromidu 
drs prismes iiyaiit pour m'Ics tes parties Égala de AS , ils seront 
excédanis, et ]:\ fnmnw, ih kurs solumus ploB grande que V. 

Construisniit sur Ici sfi^rioiis di- la .sccunde pODr base, et en des- 
SODR de CCS plnns, des prismes ayant pour arêtes le$ divisions de 
A'S' en parties égales , ces prismes seront déficients, et la somme 
de leurs volumes moindre que V. 

La diltérence entre le<< volumes de ces deux sommes de prismes 
doit donc ^Ire plus grande que d , pnisqu'on a augmenté le volume 
de In plus grande pyramide, et ilimiiiiié eelui de la plus petiti'. 

Elle est nu contraire moindre que d , cm cette dilïcrtiice est re- 
présentée par le premier prisme de la première pyramide, puisqu'à 
partir des sommets tes volâmes des prismes K)Dt équivalents deux 
à deux, comme ayant des bases équivalentes, des bauteurs égales, 
et qu'il y a un prisme de plus dans la première que dans la se- 
conde. On ne peut donc admettre aucime différence entre les vo- 
lumes, qui, par suite, sont équivalents. 




' Il résulte de ce principe que ai, par le 
sommet S d'une pyramide triau(;nlaire 
S, ABC, on conduit une droite SD pa- 
rallèle au plan de la base, et qu'on 
joigne un point quelconque S' de celte 
droite avec les trois points A , B, C , In 
nouvelle pyramide ainsi construite, dir- 
fcreute de la première sous le rappitrt 
de la forme, aura le même volume, la 
base et la haotear n'ayant point été 
altérées. 
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Proposition (H), 

Si, par In irols somniets B'AC d'UQ prisme 
tiiaDgaloIre , on conduit un pinu, Il détn- 
B- / cberBOne pyramide triangnialreayaiitmOme 
/ base ei raCme hauteur que le prisme. 
/ Cette pyramide enlevée, il restera ane py- 
I ramide quadrangulaire ayant pour base le 
I parallélogramme A'C'CA, et pour sommet le 
" point If. Elle sera divisée elle-même par (s 
plan A'B'C eo deux pyramides Irlangulairei 
équivalentes, puisque leurs bases A'AC, A'CC 
sont égales, posées sur le ni^me plan et leur soitinjet B' com- 
mun. Mois l'une d'elles B', A'CC "peut , en rangeant ses sommets 
dans uD autre ordre, se nommer G, A'B'C. Elle est alors équiva- 
lente à la première trouvée, comme ayant même bautear et une 
baseégale. 

Les trois pyrabnidn trionBalBlm obtenues data le prisme trian- 
gnlaire étant équivalentes, et ayant même base et même banteur 
qne Inl, on peut dire que le volume d'une pyramide triangulaire 
est le tiers de celui d'un prisme de même base et do même hauteur. 
La pyramide triangulaire n'est pas le tiers du prisme, car, avec 
trois iqmimldes égaies, on ae pourrait le reformer. Son volume 
seul est le tiers de celui Aa prisme. 

Or, le prisme B pour mesure de son voinme le produit de sa basa 
'par sa banteur; donc la pyramide triangulaire a panr mesure de 
son volume le tiers du produit de sa base par sa hautenr. 

Celle expression convient éplement à la 
// \\ pyramide polygonale qui se déCJmpose, par 

les plans SAB, SAC, en aataot do pyramides 
triangulaire» do mime hauteur qu'elle) qu'il 
y a de triauglrs postibles à former dana le 
polygone de base. SI donc on écrit la me- 
sure du volume de chacune d'elles, on devra 
a c ajouter les expressions 

OABkÇ, BACxÇ, CADxf, 
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nAiTi nn toldmU. tAS 
qui, pw mite dD iMleDr comnim ^> donnerant ponr MninB 

(GABH-B&C+GAD) on ABCDG X ~ 

Toute pyramide a donc ponr nwnire de «on ^'olnme le produit 
de la merare de sa base par le tiers de cdie de u haatënr. 

Le c4ne de rëvolatloD pouvant être considéré comme la limite 
d'one pyramide r^lière, il en résulte que son volumeaansd ponr 
mesnre le tiers dn produit de sa base par sa hauteur. 

Ed désignant par R le rayon de la baie, et par A 
la hauteur, on obtient l'expression 

volume cAne = IIR' x ^" 
La surface du cAne aura anisl pour expression, 
déduite de celle eonnoe delà i^rramlde r^lière, 

snRX^> en désignant par G la géDératriee, 
onduqiliflMit, 

•nrfiu)seii(ne]ucAae=nBG, aa nirflws coDTsiBsGxSIIr, 
ea désignant pv r le nyoo CA d'âne drconfîrence eondnlte pe- 
rallètemtot à la base par le pobt ndUen de la hantrar. 

Propotition (ifi). 

Tout polyèdre pent être conçu décomposé en pyramides trlan- 
gnlaira, an moyen de droites Joignant le sommet d'un de Ml an- 
glea solides avec tons les sommets auxquels il n'est pas encore 
Joint. La somme des volumes de ces pyramides fournirait donc 
cel^ dn polyèdre, si cette décomposition était exécutable. Cette 
pnpoaitlaa est Inapplicable dans la plupart des cas. Pour qoei- 
qnea corpe cependant elle l'utlIlse. 
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Si la sui'fûCP d'uiiti s[)litrt usl ciiiiçuc 
décomposée ea triangles sphériquM, 
doot l«s wmaiels Hrateot Joints an cen- 
tre, le volume serait par là partagé en 
\ solides d'antant plus aialmilabltt A, des 
pyramide) bciangui aires ayant pour hau- 
/.twirlo rayon de la sphÈrç.qucles triiin- 
gles spbÉriqnes seiaieDt plus petits. 

■ A la limite, la somme de leurs vol unies 
CHUtitnersit celui de la sphère. 
Il leralt égal à la somme des bases multipliée par le tiei-s de la 
hanteor, focteur commun, bonc 

Le volume de la splière a pour mesure la mesure de sa surface, 
niulti[dice par le tiers de la mesure do rayon. 

Cette expression restera à l'état purement théorique jusqu'à 
ce qu'on sache évaluer en unités planes la surface sphérique. 

pTopositiott (16). 

Un prisme triaugolalre Obtlqnè étiint coupé 
uâ pista non piriilltiè à n baNe, le ptf- 
Ijrèflre restant' M nnmme' tronc de prisme 
triangulaire oblique, volume qnl n'a pas de 

ligne nommée hauteur. 

Si par les trois points 6', A, C an conduit 
m plan, on aura enlevé une pyramide trian- 
l^lalre ayant pour base celle ioférïeure du 
> ' ' ' tronc, et ion sommet en B'. 

Il )«ne ttnè pyramide quBdrangnlalr» dont ta baae A'CCA est 
nb Iraipèie.' EUe U décompose par la diagonale ÇA en deux 
irlMgMi'bott'éqalTalEnls, bases de deux pyramidea triangulaira à 
■ommet commun B'. 

La pyramide B', AC C se transforme en celle B, AOC, en ame- 
nant le sommet en B paralléU'nieiit au pian de la baie ACC con- 
servée. En disposant liiiiis un autre ordre les sommets de cette der- 
nière, on peut la dénommer C',ABC. Cette transformation, qui n'a 
point altéré son volume, lui assigne pour base celle intérieure du 
tronc, et pour sommet le point C' de la base tronquée. 
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La trolslËine pyramide B', A'C'A se change en celte autre équi- 
valents, B', A'AC, par la subslitution ou triangle A'C'A, de celai 
équivalent ACA siloé mr le mËme plan. 

Celle B', A'AC se change elle-même en B, A'AC par le transport 
du sommet B' parallèlement an plan de la base. Enfin, B,A'AC 
pouvant s'écrire A', ABC, la troUème pyramide a donc, «name les 
deux précédMtn ■ prar baie celle InHrleore ABC dn tronc, et 
pour sommet le troisième sommet A' de la base Ironquie, 

On peut donc dire qu'un Ironc de prisme triangulaire oblique 
est éijuUat<^nt à h gomme de trois pyramides trlangalalres ayant 
pour sommets les trois snmmcls de la base tnmqofe, et pour bau 
commune crile Inréricore du tronc. 

Cette expresiion itste inutilisable par Mite de rimpagilUlité de 
K procarer par on moyen graphique lea boMeura des trois py- 
ramides. 

Hais si letniDc deTeDBltdroit.lMlFolaeritesparalldesseralept 
eiles-mémeg ces bautenre; et l'on dit alors que le volume d'an 
tronc de prisme triangulaire droit a pour mesure la sur&ce de la 
base droite, multipliée par le tiers da la somme des trois arfiea. 

L'eupressiOQ de la mesure du volume du tronc triangulaire ne 
peut s'étendre su tronc polygonal. 
En effet, si l'on suppose on tronc ijuadrangnlalre qolpenteedi- 
J^. composer en deux troncs triangulaires, le 

. ' premier fournira trois pyramidea A', ABD; 

/' B^v \ B', ABD; D', ABD ; et le secoad, l|t trois 
/ 7 r^:v B', BDC; D', BDC; C, BDC. 



lent Isolées, et, par suite, on tnmve quatre pyramides ayut pour 
sommets les quatre pdnls AtfÙÙ'. 

Hais deux de ces pyramide* sont quadrangalslras, et les deqx 
BQtrea Iriangn ialrea. > 



À- 




La deuxième et la quatrième form^Dt 
la pyramide quadrai^laire B", ABCU> 
troislâmeet laduqulème, laqnadrangulairo 
D', ABCD. La premfUe et la sixième m- 




QUlIBlkHE FABTIB. 

Le tronc de parai lélipipëde droit ponUe ana 
mesure de volome remarquable. 

En le âécomposnnt en deux troncs irianga- 
' [aires, on trouve pour le premier 



— {Bff -1- AA' + CC), et pour le se«iaa, 
^(AA'+CC'+DDf). 



Leur somme ou Je volume total aura donc pour ezpreKlon 



SI, pour donner i ce rétultat dm fonne plDSiyiaétilqae, on eon- 
duiult l'antre plan diagoonl, il foamlroit l'expreadon 



qu'on écrit par analogie, puisqu'on remarque que les arttet qui 
entrent avec (e coelHclent 3 dans la première expression sont 
celles par lesquelles passe le plan diagonal. On a d'allleunlaissê 
snbiiBler ABC.parcaqoe les quatre triangles BAC, CAD, BCD, 
BAÛ, lont iqoivaknts comme moitiés du même parallélogramme. 
En lommant les denx expressions trouvées, on obtient 

lV=iS£(«BB'+iAA'+aCCH-8DD') on 
aV=ABC(BB'+ AA'+Ce + My), 

ta noprimantlfl nombre f, tnnlUplicatear et diriieur. 
n enfin on multiplie et divise l'expression par a , afin d'intrO' 

dirire 9ABC on la base entière, et qu'on chasse le coeDklent S de 

T, OD trouve finalement 



I«Tolamedeo8tnHica donc pour mesure la aarfoce de sa base 
par le quart de la tomme des quatre arites parallèles. Cette expres- 
sion est nUUsable. 

On pourrait seulement, comme point de théorie, substituer la 
droite OCy, qui joint les points de rencontre des diagonales des bases, 
BU focteur exiifflmant le quart de la somme des quatre arttes parol- 



^ (BB+aAA' + ICC + D»7- 



=^ (iBff-f - AA' 4- ce -I- mV), 




^AA'+BB'+CC' + IH>'> 



0- 



t*la j ur on B dans les deux trap 



B'D'D, AA'C'G,leidgBHUi 

_ AA'+CC 



«I, an moataot membru à inumbre, 

. ntv — AA'+Bg+CC'+DD' . 



AA'+Bg-j-Dg+CC 



Od peut, da volume du tronc tiiangu- 
?C' lairedroit, déduire une expression appli- 
cable du volume du prisme triangulaire 
oblique. 

Ed concevant en effet une section 
MNP délcrmloce pur un plan perpendi- 
culaire aux oréteg, le prisme oblique tera 
pBrtat,'c en deux troncs drolb qui au- 
1 root pour expressious ; 

«luliupérieur, MNp( ^'»+7+'^^ ); 




celui biTériegr, 
Leur somme < 



MNp(i 



j le volume du prisme sera doue 

OU, comme les trois uiétea sont égales, MNPx AA'. 

C'est^-dire que le prisme triangulaire oblique a pour mesure de 
wn volnme la surface d'une section droite multipliée par nnearile. 

On se procnre la surface de la section droite en mesurant seu- 
lemeni chacun de tes trois cAtës, qui est tracé sur chaque fo- 
re perpendlralalrunent aux arêtes qui la limitait. La eonnaisnnce 
de» trois cAtà de ce triangle permet â*en calcaler la surface. 

La géomëtrk éléoiaitaln oe l'occupe pas du tronc 
de cylindre, parée que la courbe solvant laquelle la 
surface est coupée par on plan non parallèle i la baie^ 
n'est pas une droonférence. 




Proposition (i;). 

Lorsqu'on coupu une pyramide triangu- 
laire par aa plan |>arallè[e k sa base, le vd- 
lume compris entre la base et ce triangle 
A'B'C', qui lui est semblsbie, se nomme tronc 
de pyramide triangulaire à bases parallèles. 

Quoique compris parmi lea polyèdres en 
général, il a une expression particulière pour 
son volume, comme le tronc de triangle ou 
trapèze en avait une pour aa surbce. En 
conduisant le plan SAC, on détache one 
première pyramide ayant pour bue «Ile Inférlenn dn tnme, et 
mime hauteur que lui. 

La pyramide quadrangulaire reitaiit m dlvltt elh-mCme en 
deux triangulaires par le plan AXC; celle AA'B'C a mAme hin- 
tenr qtte le tronc, et pour bue, celle snpérienre. 

Il ne reste donc pins qa'à analyser la trois! ëme FACC, afin 
de reconnaître les relaticns qnt imlBsait ses dimendons i celles 
du tronc. 

En transpOTtant le sommet de If n 8* paralltiement à CC, un 

^es c6téa de son triangle de base, on n'altère pas sa hauteur, et, 
pouvant alors la désigner ainsi : B",ACC ou C',AB''C, elle a 
même hauteur que le tronc; Il ne reste qu'a découvrir ce qu'est 
fa base All'C. 

Par rapport à la grande base, c'est un triangle de même hau- 
teur : on a donc la proportion 

BAC:B''AG::BC:ff'C,ansonéga1 BV. 

Var rapport à ta petite base, c'est aussi un triangle de même 
hautenr qu'elle, en leur choisissant ponr sommet les points B* et 
B"; car les deux perpendiculaires tfO, VO' simt ^ales comme 
câlés homolopes de Àbox triaogles rectangles B"OC,VO'C, égaux 
eux-mêmes ; on a donc la nouvelle proportion 
ABrC-.AVO-AÂEsA'C. 

Elle est liée à la prAcéAtoie jinr le dernier rajpport, commun par 
snlEe de la slroRinide dee deux bases do tnmc. 

On a donc enlln ABC : XVC : : AB'C : A'B'C. 



TBAITB DES VOLIIIIF.S. IS1 

C'est-à-dire que la troisième pyramide u pour ba^c un Irinngle 
dont la surface est moyenne proportionaellc entre celle» des deux. 

Cette expression remarquable s'étend an tronc polygoosl. 
Ed effet, on peat toujours tracer on triangle FQR équivalent i 
la base polygonale 
ABCDF, et cons- , 
trulre sur ce trian- 
gle pour base nne 
pyramide trianga- 
] aire de mbne bail- 
leur que celte po- 
lygonale. Leurs vo- 
lumes seront 

Si, les bases étant sor un rnSme plan MN, on coupe ces deux 
pyramides par un pten parallUe i eeluL dès base^, les secUoiis 
seront équifalentes, paisqnB là baies l'étaient. Hais les deox py- 
ramides supérieores ont alors le même volume, et par suite les denx 
troncs sont équivalents. 

Puisque le tronc polygonal èst équivalent à un troue trianguliilrf 
de mime hauteur et de base» équivolcnles, l'ei pression trouvée, 
^Uln'est fonction quede ces éléments, convlmt donc au tronc po- 

Il soit de là que le tronc de cAne & bues parallèles est dqalvs- 
lent à trois cAnes ayant poor hantenr celle dn tronc, et poar 
bases le cercle tarérienr, celui supérieur, et nn troisième dont In 
surfiice est moyenne proparUanodie entre celles des deux autres. 

SI doncon dé^gne par H la hantenr, par R le rayon de la grande 
base, par r celui d elà petite, Jes surfilées 4i ras dcn cercles auront 
pour exprcstkins DR*, Vf; et en nommnt Xla moyenne pro- 
porUoimélle, ou la détermine» par Ja proportion 
nR*:X::X:Ilr'; d'oùX'=n'R' r',et,parsulteix = nRr. 

Le trône aura donc, pour expression atgfbrique de la meinre de 
son wlnme, . , 

' ■ ^ tnR'-fnr'+nR'-)- 




1S3 QUATBIBNB P*BTIE. 

SI le triHio de pyramide ëtail à bases non parallèles, Il renln- 
ralt dans la cluse des polyèdres en général, et la memre de «m 
TOlum n'atmit plus d'eiprrssIoD spéciale. 

Proiiotition (I8). 




La meaun de la kt- 
bee convexe du tronode 
ctae, a la plu grande 
aoak^ avec celle da 
trapèia. 

Car tà, dai» le plan 
d'aï» seetfoo CSA^, bits 



par l'axe', on eondidt ABperpeudlcalBbe it la gëoénMee Si, et 
de longueur égale au dévctoppement de la drcooftitoca de bue, 
on forme, en nolssant le point S au point B, un triangle rectangle 
dont lasurface, sans être le développement de cdteducdne, lui est 
équivalente. 

Une parallèle A'ff à AB sera de mime longnear qge la drcon- 
ffinncedelQlMHiDpëileore; caropa 

AB t AV : : SA ; SA' ; : C& i C'A' :: elr. GA. ; dr.CA'. 
Hais AB et olTconf. CA ont, par conitmcUon, la même languear; 
doDcllencstdeiDdmede AV et dr. A'C. 

Le triangle rectangle SA'B'est dtnc équivalent à la surbice du 
cOne nipérleDr,Bt par suite le trapèze ABB'A', équivalent lui-même 
i la mrftce convexe du tronc de cfine , qui aura par Mite pour 
expression de sa mesure 

AA' ou AA'(nB+nr). 

On dit, eo conséquence, que la surface convexe d'un tronc de 
oAne a pour mesure la génératrice multipliée par la demi-somme 
des drconférencei dci deux baiM. 

On peut,i ladeni-KnDOMdeidrcwiHrenaei des deux bases, 
subtUtoer one dreotiHraMe condnlu à ^[ide dittaooe des deux. 



TBAITB DES ÏOLUMBI. IfiS 

de mto» que dans le trapèze, on peat, à la demt-wmow dst d«tn 
bases, fuMitoer la parallèle éqnldlstaotn. 

La Borfikce cylindrique m développe ralvant tm nctangle de 
même hantoir, ayant pour base une dnrite j> la diGonféraue 
de base. 

La sarùce conique se développe lalvBDt on HCteur «yant poar 
rayon la génératrice, «t pour bue on 
arc de drcon(ér«nce , de longueur 
égale à ta drcouHrence de base du 




La surface tronc conique a pour 
développement l'espace compris en- 
tre les deux arcs concentriques AB, 
A' V, la partie AA' dn myon eomprlse entre en étant égale i la 
génératrice dn tronc. 



Propotilim (10). 

H bot trouver la mesure de la surface,de la sphère en uni tés 
planes; et il est impossible de raKlrailer à aucune autre surAee 
connue, comme on l'a tm pour le cylindre et le cAne, parce que 
le bombre des polyèdres réguliers cet limité. 

On est donc afaUgé de créer un corps dont la surlhce lolt com- 
parable i celle de la sphère, et se conDinde avec die & la limite 
Telle est la raison qui Ût suivre une marche n'ayant pas de pré- 
cédent. 

En concevant la surface engendrée par la moitié du contour 
d'un polygone régulier d'un nombre pair de cétés, mais non 
palrement pair, tournant autour du diamètre du cercle circons- 
crit, on est sftr d'tditenir ime snrfhca devenant sphérique à la 




Les c&tis AF, A'F' décrivent âes surfaces 
Il coniques ayant pour expressions, pnipo- 
^ »ilionll4), AF Xdr.PQ, 



A'FXcir.P'Q'. 




" Lacûlés Fe, F6' dé- 
crivent des Burfiice» troncs 
coniqaei ayant poareipns- 



L Bions, propodUoD (IB} , FG X dr. HN, 



FffXdr.M'N'. 



'' U tOéW décrit nm 



V nirfkce eyflndriqoB doot 




La Mmme de ces produits donnei en mettant 
tm de» c4tét ^ux en lacteur commun, 

AF (cir. PQ+cir.MN+cIr. 0C-+clr.BrN'-4-«fr.P'Q')'. 

On peat donc dira qne la snrface engendrée a ponr expression de 
sa mesure an des cAtés isulliplié par la somme des drconlerences 
décrites par les poinls milieux de tous (*). 

Si OD avait m seulement pour but de trouver une exjprestlon de 
la snr&ce eogradrée, U serait alt^ot. 

Mail on lonlaU passer A ta limite. 

Or, l'expression préeédenle, par la nature des lignes qa'elle 
renferme, n'est pas propre à obtenir ee résultat, puisque le facteur 

hors parentin^e converge vers y.ho, uti ruOinc temps que celui 

Il faut éliminer de l'expression les lignes qui la composent, pour 
en Introduire d'autres, l'apothème, par exemple, dont la limite 
connnc est le rayon. 

SI on abaisse 6 cet effet des perpendlcolalres du centre sur 
chaque cfllc, elles lom lieront nux points milieux, et les deux trian- 
gles semblables Cl'Q, AîlS, i]ui ont leurs eùlés rcspeetivi^meiil per- 
pendiculaires, roiirninijit lu i)rO[)orliiin Cl' : l'Q ;; FA ; Ali; ou 



{*} U Dombra lotal des cdié* du poligoiic doit être pilr, lân que la droite 
joiBniDt deai kmiiiikIs oppoaés nit le diamètre du cercle eireoBurit; et od 
Tenl que le demi-përimilre soil d'qo nombre Impair de ciHéa, iSn qn'ib pnu- 
nent, ill'^rd de l'aie, lonlalet parlions mnirqnables. 
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dr.CP;etr.PQ;:FA!AB;d'(»ù rir.PQxFA=efr.CPxAft. 

De mime, les triangles sem- 
blablea CNH, GFK donneroat ' 

clr.CH:dr.HN;:GF:FK; 
d'où cir.MN X GF = cir. CN X FK. 

Poor le cAtë nilraiit, l'ex- 
presrioQ n'apu de tnuubrma- 

IfOB, «lftCOxGG' = cir.COxDD'. 

LesdeoK eUét ndTantidoii* 
MiMrt, conuiN les dinx pr» 

dr.Fff X FA' = eCr. CFX Aiff. 

SommaDt membre â mem- 
bre, et metlaot dans tes pre- 
miers AF en ibctear comman, ' ' - ' "' 
et dBDsIeBaecoodscir.CP, on 
obtient 

AF(dr.PQH-dr. RIN+clr. CO+cir.M'N'+dr.F(ï) 
=dr. CP (AB+ BD + DD' + D'B' + S'A'), 
oa dr. Cl' X AA'. 

La mespre de la lurfiice b donc pour expression la drcoufé- 
rence de rayon égal à l'apothème , multipliée par le diamèira dn 
cercle circonscrit. 

En passant à la limite, le second Tacteur ae se muililie pas, le 
premier devient la circonférence d'un grand cercle ; donc 

La sarftce de la sphère a pour mesure la drconférence d'un de 
Ktgtudi cercles, malUplMe par le diamètre. 

SI donc on désigne par B le n-son d^tme sphère, on aara 
sarface sphtre = lUfiX 3B=4nR'. 

Mais Hfi* est l'exprenion de la auc&ce d'un grand cercle. 

Oo peut donc dire que la sarbee de la sphère est équlvaleole A 
quatre fols la surface d'un de ses grands cercles. 

Puisqu'on a trouvé, proposition (15), 

volume splièro = surfoee X 



on CrouTtra, en lubitiliuuit à nibes no expiorion algébriqos , 

Tolnine sphère — ^DB' x , = | IIH*- 
Four hitrodDlre le diamètn dans cette forinule, on observera 
que pnltqae R = g > obtient , eo élevant les deux roembrei au 
Ds 

cnbe, K' =— ; et «ibstituuit, 

Tolnme iphire = j n ^ = ^ in>î = j ni>>. 

On peat aotnlIcDHnt trouver en unttéa pluieai utt la ïuftee 
dn flncM* Hit celle &a ttfongls «phMqae, eo nbatltoaiit à T « 
YBtair 

—,«.-5- 

Ml traoTC ilDn 

. SA „ SA na- A „„ 

ftaBM=-p xT=-jïX— =-jïXlIB'; 



FHOBLbHI. 

Pour an^lqner la théorie qui ivécède à un exemple, soit pra- 
pMi de tnmter la Mn&ea e^mdrée par le contour d'uo carré 
toamant autour d'ut» drdte coodalte par nn de lee sommets per- 
peniBealalremeQt i sa diagonale. 

Slon prolonge le eMéBGJoiçn'* l'txeeni), 
la sorface conique décrite par AC sera égale h 
celle engendrée par CD, et percoDséqnent la sar- 
Toce coniqae décrite par BD sera éqnlTalenle t 
la gomme de celles dneBanmoimmaitdo demi- 
conlonr ACB. Or, 

surface décrite par BD = BC X IDBA ; 

r AIBC = 
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TBAITB DBI TOLUKIt. 

On peut élUDiner, lolt BG, soit BA ; car BA*=aBO; 

BA 

àeoe BC=.-7=, 



4nBCVa. 

Le volume engendré par le carré s'obtiendra en retranchant, du 
cAne décrit par ABD, le volume engendré par ACD, et donblaat 
te rànltat. 

AD 

Or, TOtaroe ABD = nBA"X^, 

volume ACD =ÏÏCF' X 

donc 

niBlH CF = ^ ; donc CF' = d'ullann AD = AB. 
SatnUtoant donc, on trame 

DAB . BÂ'\ DAB ^ ÏBÂ' ÔBP 
~5-^BA ^=-^ =-j-. 

et pu nitB, votame AIBC=S~" 

POLYÈDRES £T CORPS SEMBLABLES. 



Propotition (10). 

SeDX apbèrea sont toitjoDra semblables ou ressemblantes, et, 
d'après l'expression trouvée de la mesure de leur \o1unne, elles 
■ont entre elles comme les cubes des rafons ou des diamètres. 

Denx qrllndres ne sont semblables qne sous la condition d'avoir 
le* hanteotB proportionnel les ann rayons des bases. 

Il en est de mfime de deux cânes. 

On nomme pyramides triangulaires semblables, cellM qui ont 



1GS QVATRiliHI! PAUTIE. 

deux races respect! Tentent aemblables et lemblablement déposées, 
formant entre elles deux dièdres égaux. 

Supposons dièdre SA — 
dièdre S'A', 
"' BSA semblable i ffS'A', 
ASC semblable à A'S'C. 

èEn plaçant S' en 5, S'A' 
c-snr SA en SA", S'C sur 
se en se, A"C'' sera pa- 
^ rallèle à AC an v«rbt 4e 
la almlRtade anpfosée des 
beta ASC, A^C. 
En vert a de l'égalité Biatae ia dièdres S'A', SA, le plan A'S'ff 
preoâra Id direction de oelol ASB ; et, en vertn de la ilaillttade 
des faces ASB, A'S'B*. S'B' tombera en SB", A"B" se plaçant pa- 
rallèlement à AB. 

LeplBD F'A"C" sera alors parallèle â celui BAC, et, par suite, 
cta Oral litaE0es seront semblables ainsi qne ceun B'SC', BSC. 

On Tolt donc déjà qu'en vertn de l'hypothèse admise, les denz 
pyramides ont toutes lenrs faces seniblablee, et qu'elles peuvent 
être placées à l'égard l'une de l'autre dans une portion telle, que 
deux de leurs angles solides étant confondus, et par suite les 
plans de trois de leurs fkees, les plans des quatrièmes feces soient 
parallèles entre eux. 

De la irimllltude de tontes Ici faces honudogoes, Il est bdie de 
déduire que tentes les arêtes forment une sdte proportionnelle, 
dans laquelle on peut faire entrer le rapport de deux hauteurs 
liomoliigues. 

Si deux pyramides Irinugutaïres avaient toutes leurs arêtes ho- 
mologues proportionnelles et dans le même ordre, elles seraient 
semblables ; car toutes leurs fiices homologues seraientsanUablès, 
par suite de l'bypotbèse. Tons lea angles faces seraient abnt égaux, 
et, comme coaséquenoe, les dièdres bomologues ansii. 

Eilea posiéderaieDt dons Uen no dièdre égal compris entra 
Aicea respecUvoiMt aenililablet, et disposées dans le mén» ordre; 
déânlHoDdelaitnilUtade. 




1» 



Proposition (2r), 

hem» volumes sont euliT cjx uumuïi; les cubes de deux arfiles 
bomolognes, od de deux lignes homologues quetconqocs. 

Oqo, en effet, ABC : A"B"C" :: AC' ! ÂPC'' :: SC : SC", 
etaustl. ,S0:SO':: SC:SC", 

roulUpUant ternie k terme eidlvisaot pu ■ les deux premiers pn» 
MU, ABCX^îATCx^lISC'îS^'. C.Q.F.D. 



l*Toposilion (Sî). 



unn polyèdres sont dlb stmblnbks tarM|a'llB pi 
1° Deux fnces polygonales AliCDF, A'B'CW, Kmblabksi 
3* Le* sàiinnets hors de ees fDces détermloit par àeax. séries do 
pynmddea triangtiMru, temblables dtaraoe à chacunB, et sem- 



S" Chaaaue dé ces sériel ■'appnyaot sur In même baia; 
'- 4° LM bbseS de« deux séries étant deux triangles sembiftbies, 
fMnntiuittle detr polygones primitivement désignés. 

Deux polyè- 
dres conslrnits 
som ces eondl- 

':,\ lions , l" ont 
\a taules leurs li- 
gnes liomolo- 
gucs pro portion - 
nelles; a° toutes 
lenrs faces ho- 
roologaa sero- 
égaui; i' tons ienrs 
ailles solides homolognes égaux. 

En efTct, i° si on tmce les deux droiEi^ homologues SS', HH', 
elles foraient deux arStcs des pyramides triangulaires S' SnB, 
H' HD'B', semblables comme ayant la face S'DB semblable à 




ir>0 QUITBIÈHB PAITII. 

n'D'B', la rnce SDB semblable à BD'B', et enfin la dièdre* corn- 
pris S'DBS, U'IVB'C, éganx OHnme diflléreDees de dlèdra ^ux 
eos-mémee. On a donc, proposition (30), 

SS : H'H :: S'B : :: BC iffC. 

Les races triangulaires bomologoea soDt donc semblables, puis- 
que leurs cités sont proportion aels. 

3° Si quatre sommets S, S', S", S'", du premier polyèdre, sont 
dans nnroémeplnn, leurs bomologues H, H', H", H'", y seront aussi; 
ear lei troi» aDgies S"'S"S', 5'"S'S, SS"S', étant iDdivIdoetlo- 
nmit égaux è, cens H"H''H', H'^H-H , HH"H', dès qu'on snt^ow 

angle S'ï"^ = angle S^S'^S 4- SS"S', 
on anra pardtkment an^ H"H"B'= angle H'"H"H-t-HH'fl'; 
« qnl wclge que hi quatre H, H', B*, H", loient daiu le 
même plan. 

Les faces polygonales sont donc semblables, comme eompoaéei 
de triangles semblables et semblablement disposés. 

Si les trois angles tacts S"S"S', S"'S''S, SS"S', fbnneot on 
angle solide triple, lenra bomologoes H'^'H', B!^"E, HH'H', 
en fonneront nn aiiHi; et les deux trièdrea seroat eganx, alnd 
que letdfèdreaS^S, H"H. qui K»t deux de lenis élàneiita on-- 
n^ondanta. 

4* La an^ solides seroot alon <gaax eux-^nêoMs, eonuM 
eompoiii de trièdres égaux et disposés dans le mtoe ordre. 



Proposition (sa). 

Deni polyèdres semblables peaient être r^aidés comme com- 
posés du même nombre de pyramides trlangnlalra* respectlTenient 
semblabloi, et semUsUement disposées. 

Car en Joignant les sommets des deox an^es aoUdes bomtrio- 
gues avec tons tea antres, les pjnramidés Irlsngnlalra qui en 
résulteront auront pour arêtes des lignes bomolognts démontrées 
proportionnel les. Ces pyramides seront donc semblables, propo- 
sition (ao}. 



Il ne (But pas conroodre ces pyramides avec celles de la défini* 
tion, qui détermlDent les sommets homologues, mois na consti- 
tnsDt pu les polyèdres par leur ensemble. 



Proposition (34). 



Le* lolames de deox polyUres semMaMei Mut entre' eox 
eomme lee eabes de deux de leurs lignes bomologaei. 

CaT) d'aprta la proposition (S3), les pyramides élémentaires 
étant wmblables et liées entre elles denx à detii par ane de teun 
lkces,tl enrésolte qa'oji peut former une suite proportloonelle 
coraprenBiit tontes les pyramides et les cobes de deux lignes bo> 
moitiés. 

Par im componeado, on en dédoini le principe émnci. 
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I)«N.low MortiiM dft m«w«, mua tma adnli, qu'étant 
démontré vrat poar le eai iet qoBiiUtéa commenmraWM, Il éWt 

vrai pour tous. 

On peut appliquer au cas de riDCommensurtblllté le raisonoe- 
meut suivant : 

Si les haatenra AB, AB*, des detrx 
rectangles de bases ^aleii ne sont 
coniBenmMbles eirtr» tika, en 
I portant une des divisions égales 
i de AB sur AB', on obtiendra an 

S =CT- ■=»'""»»""' 

^sles moindres que IB', et portant l'une d'elles sur AB', le dernier 
ptdnt de division swa entre I et B', en T, par exemple, et l'on 
ABCD AB 

Or, ces rapports constamment égaux entre eox convergent, le 
premier ven celui f^Sa t etiesecondiersnjï ces deai limites 



reste II 



, et l'on anra 



VOLUMES DE REVOLUTION. 

LtHvqn'an triangle Isocèle tourne autour d'une droite passant 
par son sommet et n'entrant pas dans le triangle, on trouve nne 
expression de volnme remarquable, eu ce qu'elle est Indépendante 
delà position de l'axe à i'égarddelabase. Supposons d'abord l'axe - 
BOA HN paraUUe ft labaseBA. H saf- 

flra, après SToir sbalaié CO perpen- 
diculaire & BÂ, de traUTOT la mesure 
du volnme engendré par OCA, et de 
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irnHDici. 16) 
nCÔ'X^ ^ t'expreuloii du volaiiie cylindriqne engendré 
parœAQ. 

nCO'X^ est celle du \olume conique décrit par CAQ; 
donc nCO'^CQ— ou ^ncô' X CQ convient aavolDme 
sans nom décrit par COA. 

Le volume engcudré par CSA a donc pour expression 
fnCO'xPQi ou les j de la surface du cercle ayant pour rayon 
la bautenr, multipliés par la projection de la base sur l'ue. 

B Si letriangletoumesntODrdeHHi 

cmCk, on aura 

volume CBD=Ofi^x y) 

volume DBA — nSD" X 

donc le volume décrit par BAC sera dounéparllBD' X^ 

^ cette expression peut se ramener à celle précédemment trou- 
vée, c'est BOUS la condition d'y introduire les droites CO, iiauteur, 
et DA, projection sur l'axe, de le base BA. 

Or, les triangles semblables COA, IIDA, fournissent la propor- 
tion BD : CO :: BA ; CA; d'oùBDxCA — COxBAjet, subsU- 
tnant dans le volume trouvé , on oblient HBD X CO X ^ ou 
jnBDxCOxOA, en remplncanl BA paraOA. 

Pour Introduire DA, on comparera de nouveau les mêmes 
triangles semblables, ce qui d<»inere OA : DA :: CO : BD ou 
OA X BD = DA x GO ; et, ralnUliunt ofln, «m arrive t 
|{DCO'XDA, valeur exprimée en fi»etion da mftiies llgnea que 
la précédente. 

SI le triangle CSA toaroe autour de HN| on tnmve, en prolon- 
geant BA Jusqu'en F, 



ig4 jppgmiicb. 
donc 

voiDDie CBA=5^(BD-— AK-) = {BD + AK) (BD - AK), 
ou, remplaçant BD-t-AK par SOI et BD— AKpar BE, 
volume CBA =i nCP X BE X 01. 
Pour Introduire, daus ce résultat , tes droites CO et DK, en foac- 
tlon deaqueiles on a ableBU les deux premières expressions, on 
«omparera les triangles semblables COP, BBA- 
Od eodfdult CP : BA:: a):BE ou CPxBE=BAxCO. 
Sobstltuant, on trouve flIBAx CD X 01. Les deux triaDgIea 
aernblablcs COT.BEA, conduisent à la proportion BA : CO:':EA : 01 
ou BAxOI— COXEA, Si;bsliluaiit de nouveau, on parvient à 
■jnTÏÔ'XDK, en subsliliiant DK à son égal EA. 

L'esprfssîon piécéileiife. peu importante pfir elle- même, cou- 
(luità la découverte du volume de la splièrc. Le volume engendré 
n^-^^ par [e demi-polygone régulier ABCDFG se- 
i>X^ïï^i~~^ ra ^al A la somme des volumes engeadrii 
par les triangles isocèles AOB, BOC, COD, 
DOF.FOG. 
Or, oD a 

volume décKt par AOB=|n"ÔH'XAI, 
iâ. par B0C=jnOK-XlL, 
Id. par CÛD=ïnCiM'XU«. 



Et, Bommaot ces egaiites, 

volume mgeDdré par ACBDF & =}nOH-X AC. 

Cette expression indépendante du nombre des cAtéî sera encore 
vraie à la limite, lorsque le demi-contour polygonal se confondra 
avec la deml-dreonférooce. 011 sern h ce moment devenu égal 
à OA, et l'on aura donc _ 
volume sphère = ^ IIR' X SU = î ^R'- 

Cette expression, trouvée précédemment par la mélliode des In- 
liniment petits, ne devait pas être regardée comme une vérité ab- 
solue, mais seulement comme probai>lement exacte, le genre de 
raisonnement qu'on avait employé pour la découvrir demandant 
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line extrême réierve, et ne deiaot janwb inipirar une confiance 

Ed ne prenant pour méridien qa'un secteur da demi-polygone, 
on obtiendra ponr le velume engendrâ les deux tien de la turface 
du cercle ayant pour rayon l'apothème, multiplié par la projec- 
tion sur l'aie. j 

Donc le volume engendré par na secteur circntaire toamant- 
antonr d'an diamètre, a poar mesure les deux tiers de lamrruce 
d'un grand cercle multipliés par la projection de l'arc du secteur 

Le segment de spbére, partie du volume de ce corps l'umprtï^ 
entre deux plans parallèles, a un volume <loiil l'expression peut se 
trouver par des mélhniies anntogues à celles précédemment pm- 

^ Le volume du sej^ment de sphère, engendré 

imr NBIRM sq compose de celui du tronc de 
\ I cAne engendré par le trapèze NBDM, auemeiité 
L'A du volume décrit par le segment circnlaire BID; 
I / à---^" dernier se trouvant eu retrancbant du volume 
produit par la rotation du Keteur BCD, celui 
qu'ragendre le Irlaugle tsocèle BCD. 
La mesure du Totume du tronc de cône est 

^(IIBN"+niiï5'+nBN XMD); 
meinre du vohime engendré par le secteur, |nC1vxHN; 

id. Id. parletilangleBCD.jnCE-XMN; 

donc volume engendré par segment BID = 

inMN (CD-— CK')=3nMNxKD"=inMNxBD'. 
Ajoutant cette dernière ci prestioa à edir du tronc de cdne: 
volume du segment de sphère égal A 

'^(nBjS-+nMD'+nBNxMD)-(-tnHNxSD'' 

On doit éliminer de ce résultat In ligue surabondante BD, les 
tn ts droite» BN, MDet AIN, déterminant Ip segment. 



doue que 

b5-=BH'+HÏÏ'= Biî' 4-(MD- 
BH' + MD'+ NB'— 3MD X NB; 



AUnde résumer Je 



vol.segm. sphère = ~ (snBN'+ iDHO'+anBN X MD 

+ nMH' + nMD" + ONB" — 3ûm} >iM) . 

etilmpliflanl, ^(>IlBn--t-tIUn>>+nMN>) 
=^-(nBN'4-nMD^+^nMN'. 

Ou dit eu conséquence que le Tolume do sèment ipbirique est 
équivalent à celui i'm ^Undredeluateorégilei celle du Mg- 
meot, et de base éqDl?atento ft la derol-somii» des nrfiieei de* 
denz luies, augmenté du voloroe d'oneiplière dont cette même 
liauteur semlt le diamètre. 

SI le segment était à une Ikm, fi BofOralt de hire l'ex- 
pression précédente BN égale & léro. 

» expressions des volumes el surfoccs de trois 
corps ronds, on fera {niru une ili;nil-révolii- 
1 autour de l'axe PQ à lu ligure compo- 
, 1° d'une circonférence; 3° d'un carré 
Circonscrit; 3° d'un triangle équilatéral cir- 
conscrit, dont l'axe PQ est une des hantean. 
On a surface 8phÉre=4nB', 
Surfoce convexe cylindre= 4n&',le rayon 
lie la base étant égal à celui de la sphère, 
et la hauteur ou diamètre. 
Surface totale cylindre = eiIB'. 
SnrlkGB convexe eftne = aOBV/s X Bl^ = eDB*. le cAté de 
triangle éqnilatirai droonscrit «tant 3Bl<*. 
Sorbce totale cAno = »IIH'. 

On voit par ià qne les nirbeei totalee MDt entre dies comme 
Ira nombres 4, 6, 9;qne lanibce convexe da cylindre est équi- 




valwte à edie de la iphira, et que la surface couveie 4a cAne est 
éqalvaSeDte A celle lotde dn cylindre. 

Il exiite entra les Tolumea de eei trolt corps une relaUoQ ana- 
logue A celle précédente. 

Car OD a vohinie sphère =<(nR>, 

volume cylindres 3aR>= f OB'; 
vohnnectae. =snR'xR=::§nB<; 
car la liautenr dn cdno est égale à SB. 

Les volumes de ces trait eorps sont donc entre cm l'omme les 
nombree f, on 4, e.9. 
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TRIGONOMÉTRIE. 



PRÉLIMINAIRES. 

On ne peut, dans les chIcuIs, mé\a les aoglwévalaësen nnllés 
clrculaii-es variables, avec les cAti s àes Ugare» polygoDatei mesu- 
rée au moyen d'une unité recillignc. 

Oq a dA SDbitltiier aux mesures des nngies certains rapporis 
(Icatliida i lu caraclériaer, c'est- ù-d ire, tels qu'a chaque angle cor- 
responde nn nombre die , et que réelproquemctit t chacun de ces 
nombres corresponde un angle déterminé. 

Si, du sommet C4'nn angle MCK, 
on décrit entre ses cAtés, avec des 
rayons différents, deux arcs de cer- 
cle, et qu'on abaisse les deux per- 
pendiculaires BA, B'A', on aura, en 
' * *' A S »ertQ de la similitude des triangles 

BGA,B'CA', 5^=^- I* rapport est donc eonstanl pour 
nn même angle. 

Uestvariabled'anangleBrantrejCaron a > gj^j pais- 
qoe B''C = B'C, et que B"A" est plus grand que B'A'. 

Réciproquement , A nn rapport donné , correspond no angle 
fixe. 

Enef!fet,si«Bapposé^ = |i on BA : BC :; 3 : fi. 
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I angle droit, et 
: centre, on dé- 
rayon composé 
que l'on prenoe 



de cinq parties 
deux de ce» p 

dalsant DB parallèle à CN'. et traçant les 
lormé un triangle rerlangle CBA , dans 
Tout noire triangle CBA', 



Aroltes CR. RA, < 
lequel Je rapport de BA A BC h 
GOtutruil d'une manière analogue, sera semblable ai 
pdsqne, rectangles tons deux, iIsBDront les hypoténuses propor- 
liomielles à deux câtés de l'angle droit Les angles BGA., B'GA' se- 
ront donc égaux. 
Une perpendiculaire telle que BA se nomme sinus. 
On nomme donc sinus d'un angle, ou d'nn (les ara qui Inl «rt 
du mesure, une perpendieuloire abaissée d'une des extrémiléi de 
cet arc sur le rayon passant par l'auti-e extrémité. 
Li figura Indique aussi qu'on peut re^at-ilcr lesimia DA J'ud krc 
it la moitié de la corde Bli' qui suutend un arc double. 

On voit, d'après la définition, que tont arc B 
deux bIqus BA , OA', d'nilleurs égaux entre eu, 
comme étant côtés homologues de deux trian- 
gles rectangles égaux, CAB, CA'O. 

L'angle droit a son sinus égal au ra,von ; donc 
" si'n.9 0' 
R - — 

angle nul a son sinus nul; donc — g—cso. 
l'angle BCO est de 8D degrés, l'arc BB' 
de 60"; sa corde sera doocégalean rayon; 

donc sln. ao = - 1 donc — g— = i- 

Or, les rapportsO, I, ne sont pas proportionnels aux area 
o", 10*, 90°, aDxqnels ils appartiennent: ces rapports peuvent 
donc caractériser les angles, mais non leur servir de mesarc' 

11 sera important de dresser un tableau des valeurs que prend le 
rapport — lorsqu'on y Tera passer A perdes états de grandeur 
succcssir^. 




TaiGOHOHdtBIE. 



On se rend faeilemeat compte da procédé 



Il l'aide 



duquel on ponrralt obtenir grouièrement In nombres de eftte 
table. 

Une circonférence déerlie avec m rayon eompoié de 1000 par- 
ties égales, par exemple, étant divisée en degrés, il serait possible, 
après avoir conduit deux diamctreS) l'tm borlzontBl , l'autre verti- 
cal, d'abaisser des perpendicolalrea à es dernier par tes différents 
points de division de la drconlérence. Les distances dn centre auK 
pieds de ces perpendicalaires sendent les slnns des ares snccesiirs, 
et cbacoD d'eux se composerait d'un certain nombre des parties 
éfples du rayon. 



Ce procédé ne serait pointasses uec^ puisque, outre lesimper- 
fccllons du tracé , il ne pourrait tenir compte des fractloDS très-pe- 
tites de L renft rinées dans un duos. On s'est dmc adressé nu 
cnlcul pour obtenir ces nombres A l'aide de formalee qui seront 
bien Eût analysées. 

Quel que soit d'ailleurs le procédé anivi pour la construction 
d'une table de sinus, cette ressooree suffirait pour la résolution 
des triangles, problème dont la trigonométrie donne le solution, 
liais les formulée & ntiUser contiendraient des termes tels que 



qui représentent des lignes par suite du nombre des éléments 
linéaires qu'elles renferment, et de la oature de leurs combinai- 
sons. 

Le retour continuel de ces mêmes expresrions a engagé A re- 
chercher si elles ne représcateraleot pas des lignes pouvnntrem- 
pllr le mémo ofllcc qnc celle nommée sinus. 




Supposons donc qu'en désignant par L une 
des mille dlvi^ns du rayon , le ^us d'un 
are A contienne 63B de on dlvUmis, OD aurait 
sin.A=6HL,B = IOOOL; dooo 
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i cnlre iet tiUs d'un angle BOCauqud on 
Ajoute aoa complémentaire BCO', od trace 
un qnartde circonférence et le sinus BA, 
le triangle RCA fimrnlra l'égalité 

On a donné à la ligne CA le nom de co- 
ainos de l'angle , parce qu'elle est égale i 
lalIgDBBA',qBleitle «Inua de l'angle com- 
plémentaire. On dit en conséquence que 
le cosinns d'nn angic est le sinus de son 
complément, et la ligure apprend que cille ligne nouvelle est 
égale à la distance du centre au pied du sinus, 

Sloacondnlt en 0 ane tangente à l'arc BO, et qu'on la termine 
an point X nr le rayon CB prolongé, la similitude des triangles 
CBA CTO fournit les proportitmi: 

CA: AB::CO:OT, et CB: CA:: CT:CO, 
ou , eu remplafant ces termes par les notations admises, 

t/R>— tin.':dn.::B:OT, B:l/ff 
On an déduit 

R X Bin. 




::CT: B. 



0T= 



CT= 



U'R'— lin."' l/R»— oln.'* 

Ces lignes nouvelles OT et GT portent les noms de tangente et 

sécante, par suite de la position qu'elles oet'upeiit sur [a ligure. 

On nomme en ponst'ijuence laniçente b ]ior[jcndii.'ulnîre élevée 
ù l'extrémité du rayon, et terminée ù l'aulrc rajon prolongé. 

De même, on nomme séeaiile la diainiiee liu centre n l'extrémité 
de la tangente. 

Les droite» O'Tet CT, tangentes et sécantes de l'angle complé- 
nienlaire O'CO, reçoivent le nom de eotnngentc et eosécaute. 
nouveau Iriiingle O'CT est semblnlile a Cll,\, et par soite 



OT : CA :: CO' : l)A, 
ou, en siilistitunnt à chaque Ici m 
0T:1/R' — sin.' :: H : 
proporUons desquelles an d^uil 



CT' 



-.0' : BA. 
licatioi) trigonumftrique, 
Cr : Il ::S; sin. 
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Lu rapports de ces loogneura nouvelli^s au ri 
Ira angles aussi bien que Ira mpporls de slnas à rayon. On le dé- 
moDtrtrait comme précédemmeat, en constatant que les rapports 
^^:) etc., ont des valeurs flxes pour un même angle, 
variables d'un eugle à l'autre, èt i|u'ii ime valeur cmnae de ces 
rapporta ne répond qu'un si iil aiulc. 

On dit en couïëiiiu iiijL' q\i\ui -.w^ii- pnssède trois lignes trïgoDO- 
roétrlqnes principatts ; le sinus, la tangente, la sécante, et on lai 
attribue cdies de son complément, en les désignant soiis les noms 
de cosinus, colangentes, cosécantes. 

Ces lignes sont Itées an slnns par les relattons trouvées précé- 

. Bain. 
tengrnte = 



SI dans cesIftH-mules on remplace l/R'— sin.' par cosinus, 
ligne que cette expression représenta, elles deviennent 
Rsin. 

tangente = — ^ - 
R' 

H COS. 

eotongente =-;j^' 
R' 

coâécanle = 

et lient enlre elles trois à trois, et non à l'une d'ellesseulement, 
les diverses lignes triponoraétriques d'un même angle. 
On [leut de la ligure précédente tirer ces deux conclosibns: 
Le loyon est l'hypoténuse d'un triangle rectangle ayant pour 
cAlés de l'angle droit le sinus et le connus : 
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1.8 >6cante est llijpotËinise i'm MaiiglB rectangle ayant poar 
cdiés de l'angle dnitt le rayon et la Ungeote. Ces idatloiis sont 
Giprtmési par le* formule* 

H* = -t- cos.>, sac.* s= R* + tang.'. 
Lm fOminlta qnl précèdent font nAr qn'ano nne tdrfe con- 
struite des valean de ~j^> on peut M procurer, par des cal- 
culs simples, celles renfermant lea Talenn de 
cu^, A tenu. A eot A 
Il ' B ' B 
Son multiplie Vune. pnr l'autre les denx formules 
Rsln.n Rcos.n 

onironve tang.acot.a = H'; 
OD aurait donc ausri tang. fi cot. fi = B', 
apor suite tang. a cot. a = tang. fi cet. fi, 
on la proptwUcn tang.a;tBCft.fi::cot.A:Got.a. 
Elle apprend que les tangentes de deux arcs «ont en raison In- 
verse de leurs cotangcDies. 

Avant de procéder à la furmatiua Je la première table, il sera 
utile de suivre sur la figure le» variations de grandeur aoblea, 
comparativement su rayou, par ces diverses ligues, loraqu'ra bra 
paner nn angle par toutes les nusnees de grandeur entn o' et 
ISO", limites entre lesquelles on se renfermera d'abord. 

Altn d'éviter toute confusion dans cette appréciation, on com- 
mencera par rappeler certaines conventions d^n établies en al- 

' Lorsque des tonguenra se comptent sur une droite fixe i partir 
d'nn p^Dt constant nommé origine, on leur attribue des signes 
' cunlcalres loraqu'elles doivent être portées en sens iuTerse. 

Cette convention une fois établie, II but bien se garder d'en 
faire ancune autre n'étant pas en harmonie complète avec die. 

Ponr l'appliquer au problème qui nous occnpe en ce moment , 
on compte les sinus et tangentes sur le diamètre qui leur est paral- 
lèle, et auquel on donne habituellement la portion verticale, en 
y projetant cet ligues. 
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Let <KM<i'Ui et cotan^IcB ■'apportent éga'ei»nt ur le diamè- 
tre borlKontal. 

Od âttrlinw aux Ugnei eoniptéei deAeDB,etdeAmD, le 
rigntH-, et le signe — à crilee onaptéM de A rera B', et de A 
vsrsIV; te qui permet de tenir compte dar» les ealenls des rela- 
tions de position de ces longaenrs. 

EdDi), on fait commencer tous les arcs à l'origine 0, et on les 
compte dans tes sens 00"0'< 

AdmettoDsqueieidnitestaidéflnlasBB'iDD', TT, KK'.soient 
flxes.et qu'âne dndie Indéflnle AP tonme autour dn pobtA. 
CoiKhéed*abardsDrAB, et s'en fcartant ensaite d'un meavenient 
continu, l'extrémltéH du rayon ooeupera tontes les poettlons inter- 
médiaires à 0 et 0"; par soite le eIdos MC poissera par tuas les états 
de grandeur depuis zéro Jusqu'à AO" oa H. La taageote OE tb- 
riera en même temps depuis icto jusqu'à rinllnt, et prendra la va- 
leur pBrttculiëre y lorsque l'angle sera devenu épi à Ai", 

La sécante AB, toqjonrs plus Bronde que le rayon, excepté à 
l'origine da mauvement, croîtra JoBqn'à l'inflDl.et deviendra telle 
lorsque l'angle sera droit. 

Le cosinus 

» ^ ACégalàAO 

on B à l'ori- 
gine du mou- 
pvement, dlmi- 

— ï- — ■ ■- 15^^— S-ip. uuera lorsque 

l'extrémité 
raoliileHa'Hp- 
proebara de 
0", et s'annu- 
lera a cet Ins- 
tant. 

La cotan- 
geote 0"B et 
la cosëeante 
AB, infinies 
twtea deuK 
lorsque l'an- 




gle était nul, puisque ces deux lignes alTectaient la positioD du 
parai léliime, dlmioueol lorsque rexirémité mobile M s'éloigne de 
l'origine Axe 0 des an» , et deviennent la première égale i lâo 
lorsque H sa confond avee 0", la seconde égaleftAV on R. 

On peut donc déjà, de ces simples cdMervations, déduira le ta- 
bleau suivant : 




Lorsque l'extrémité moUIe H passe dans le second quadrant, 
eu M' par exemple, on voit que le stnus H'C conserve son sens , 
que la tangente OE?, tecosinns AClnoolaDgenteO^E', en ébm- 
gtait, et doivent, par suite de la convention, être nlbeléa du signe 

Sous te rapport de leur variation de grandeur, on volt 
quede90''à ISO' le sinus bit retour de R 6 zéro; 

lecmlnua,de léro àR; 
la tangente, de llnflal à zéro; 
la sécante, de l'iafinl à R ;| 
lacotangente, dezéroà l'inBol; 
la eoséeante, de R & l'inflnl, 

Les sécantes et CMécanlsi, par suite de leurs positions rayoo- 
iianles, n'étant parallèles & aneun système d'axes, ne peuvent en- 
trer dans la conventkni des signes des autres lignes trlgonomé- 
Iriques. Ellei en ont cependant, par suite du besoin d'attribuer aux 
Ibrmules tonte leur généralité: car les H^ies trigoDoaétriquea de 
sms Aies étant positives dans le premier quadrant , négatives dans 
le second, le sinus excepté qui conserve toejoura le signe plus, les 

fi>n)luleEséc. = ^-) caséc. = ^^' ne sauraieiitélre générales, 
B* étant toujours positif, si la sécante ne prenait pas le signe du 
cosinus, et la eoséeante eelol du sinus. 

On pourrait vérifier ce résultat en conduâant le tangente par l'es- 
trémlté DOUIe M de l'arc. Alors la séeuite se comptant sur l'axe 
horisonlal) rentrerait donc dans la eoDvention des signes. La tsn- 
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g«Dte s'y dàvberslt alon, mata la fonmile tang. = at- 
Mboenlt à cette ligne le ligDe ia coaiDoi, le namérateu B X bId- 
4taat loqjoan paritU , rénltat d'accord avec le précédent. 
On peut donc eontinner le tableaa commencé , et poser 



Les tablée de sinus n'ont pas besoin d'être calculées an delà de 
90*, car la figure Hait voir qa'à tont arc afga OU conespond on 
are obtus OH', ayant le xeÂmo sinos que le premier. Ces deox 
em, OH et OH', sont, d'après la constracUon, snpplémentatres l'nn 

de l'autre, ou liés entre eux par la relation OM + OM' = ]S0°, 
puisque les deux arca MO, M'O' n>nt égaux comme compris entre 
parallèles, et que M'O est évidemment le supplément de M'O. 
La table des sinus de o à 90° s'étend donc de 90° à 1 80° , en at- 
tribuant pour valeur an shms de tont angle obtos celte du dans de 
■m supplémentaire essentiellement aigu. > 

On exprime celte propriétéparlabrmnte tin. A=rin.(180*— A), 
et l'on voit que la connaissance d'un sinus laisse dans l'incerti- 
tnde sur la valeur de son arc, puisque deux arcs différents lui cor- 
respondent. Ce doute, qui parait être une imperfection , sera dis- 
cuté plus tord, et dounera à la trigonométrie un caractère de 
généralité inattendu. 

Pour les autres lignes trlgoiiomélriques , la flpre fait re- 
connaître qu'dies sont égales, mais de signes contraires, lorS' 
qu'elles appartiennent à des arcs supplémentaires. Cette propriété 
s'exprime an moyen des formules 

eoa.A = — COS. (iso**— A), tanK.A = — tang.{l80''— A), 
cot. A=— eot. (IB0°— A). 

Les définitions des cosinus, cotangentes, cosécantes, peuvent 
aussi se formuler de la manière suivante ; 

CDB. A == sln. (90° — A) , cot. A = tang. (90° — A) , 
coséc.A=séc. (90°— A), 
on angje A ayant, d'après la définition, pour complément 
90' — A. 

Les sécantes et les cosécantes, à cause de leurs directions 
tl.-r.Ëa>. biM. n 
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sans case ivriBblM , lont lei Ugats les tnolDs propres à pto- 
bllr des rdatloiis géométriques. Ansil n'a-ton pas construit de 
tables de ces lignes; et toraqa'elles se pr&enteront dans les résal- 
tots d'appUcatbm, on devra les éliminer à Tolde des brmnles 

trouïies,séc.A = -— Il coséc. A := -r— j- 
' COS. A sIn.A 



consTBucnoK des tables. 



Lésinas d'un arc étant la malUé 
de la ccrde qui sontend l'arc double, 
t>> cette défiDitiOD permet de calculer 
immédiatement le rappmt da bIdbs 
au rayon pour tous les ares dont le 
double répond A une des divisions 
eonnoea en géométrie de la elioonH- 
fsoee eo parties ^ales. 



Si AA' est par hypothèse le e6té du triangle éqoUatérsJ Inscrit , 
on a AA'=:B donc AD= l^i; mais AD est le sinus 
de l'are AO de flo°, donc ^'"'.f - = ; l/s- 



SI PF est le côté du carré Inacrit, arc POP' = 90°, donc 
PO = 45° ; et comme PP" = R l/T, o- - *^ - 

SI nN'est le eAtédel'bexagone régulier Inscrit, NE sera égal a 
-I et ansinos de MO on de 10 d^rés; donc ' " ■= ^- 

SI Uti' représente le edlé du décagme relier inscrit, cette 
ligneanra pour expression de sa demi-longueur —( — l-i-l-'^i 



Ces quatre résultats, fournis par la géométrie, seront employés 
plus tard comme moyen de vérlflcnllon ; car on pourra toujours 
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consifiucTio;* i: 



lea regarder comme e:<primés e) 
les mclnes poavant s'extraire a< 




nombres décimaax, 
tel degré d'approximation quo 



Soit AB une droUetAV 
sa projection snr la direc- 
tion PQ, et AD une droits 
égale et parallèle à cette 
ï-Jii û- ïT projeelion; si entre lea cô- 
té» de l'angle A on décrit l'arc MN, dont MO est le sinus, la slmlll- 
tode des triangles AHO, ABD fournit la proportion 

AM: AO::AB:AD, ou R: cos.A:: AB: A»; 



d'où 



AD = AB X - 



On dit en conséqaeace qae la prajeetioD d'une droite ut égale 
au produit de cette droite par le rapport an rayon du cwIniH de 
l'angle qu'elle forme avec sa prqJecUon. 

Sachant que les sinus ne crolfSBnt pas pn^nrOonnelleinent anx 
aro, cherchons, en utilisant le théorème préeédeDt, nne&rmnto i 
ralde de laquelle on puissci eonnalKant le sinns d'un arc, calcnler 
ceint de l'arc double, oa, plus généralement, déduire le sinus de la 
aomme de denit arcs de Ta connaissance de leurs sinus respectif. 
„ Soient donc lesores OB et BD, désignés 

par les lettres o, 6, placés l'nn an bout de 
l'antre; lenr somma sera l'are 00. 
Le* donnée! do la qnetUon nmt : 
6A on sln. a, DE on bId. 6, 
CE ou eus. b. 



n,(a-t-fi), CM ou COS. (o+6). 
En condnlsant du point E les drdtes El, EK, panllèla aux 
axes, on a les retattoos snlwita : 

SM=DE+KH=DK+EI, 
CM = CI~MI=CI— KE, 
Hais, d'après le théorème sur les projections, ou a DK projection de 
DK = sin. ô^î^. 
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l'angle en D étant ^;al à l'angte en C, puisque leurs cAlét aont 
retpectivement pupendleulaires; 

Ei=CE^=«,..bSt!; 

l'an^B étant Jeeomplément deTangleenG oaden; 



DEK sta. 6 sin.a 



l'angle OEK étant le complémentaire de l'angle en D, ou de 
égal. Sabstituant donc, on obtient 

, „_sin.acos.6 + cos.osin.6_ 



CH 0 



+-6) = 



a eoi.b — ein.a sin.b 



ir la flgare sont celles données oi 



Nota. Ln lignes plus fortes SI 

supposées connues. 

Pour trouTer le alnnset le cosinus de la 
dlfférance des deux arcs OB, DB, repré- 
K sentés camme précédemnient par les let- 
tres a, b, on forme la différence DO de ces 
deux arcs. Les lignes à calculer sont alors 
L DH,CH,lcsqaantltésdonnéesétantsia.ii 
\ oaBA, rin. 6 ou DE, COS. a ou CA,cm. b 
tiùa CE. On a les idatlons ; 
DU=KM— KD=EI— KD; 
CH= G +I»=CI+EK. 
Cberehant séparément les valenrs des quatre lignes El, KD, CI, 
ES, comme précédemment, on tronve: 

co(.ft,sln. a „_ sln. t, cos. a 
Zi= g 




sta. b, sin. a 



KD = " 

et subsUtnant 

tàa.a C0S.6— 



CH = cos.((i— 



eos.acos.fl-f-sin.tt sln.ft 



On ïoil que ces formules ne dif/frcnl decelles trouvées précé- 
demment iioe par les signes qui sépnrenl les termes dei naméra- 
teurs. On peut dooc écrire plus gÉncrolcmcnt : 

, , Bin.Q POB.6±C(W.O sio.ù 

riD.(a±6) = g , 



COS. {a±6): 



coa.g cos.d^Biu.a a\a,b 



t de prendre i la fofi dans les deux membro, 
Mit lea slgues supérieurs, soltceox Inflirieara. 

On ne pourra de ces furmulet tirer toutes les déductions dont 
elles sont susceptibles, qu'autant qu'on se sera assuré qu'elles con- 
vieoDCDt a tous les cas, c'cst-A-dlre qu'elles restent les mêmes, 
malgré les changemenb de signes qu'éprouvent certains fiicleurG, 
lorsqu'on suppose qi»(a+&] devient pins grand qDe90°, aet 6 
restant indlvidDdlemcDtnndDdresqueso', on l'un d'eux devenant 
plus grand que 90°. 
Soit donc supposé a<90°, 6<90', a + &>9o''. 

Soit toujours représenté 




ODs. 



DM et CM, sinus et co- 
sinus de la somme, sont tes 
inconnues dn problème. Les 
droites de constnctton El, 
EK, Inoées comme pnci^cmmcut, roumlssent les relations; 
DM== DK + EI; 
CM = U1 — a = KE— CI: 
et en calculant par le tiiéorème des projections chaonne des qua- 
tre lignes DK, El, KE, Cl, on trouve 

cos.&sin.a „„ sln.bsln.a 



DK— - 



— » EI= 
eos.6 cas. a. 



DM ou siu.(a + b]=- 



KE = 

autntltuant, on obtient 
g cos.ft+gQs.n sln.A. 
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Cette seconde formule diffère de celle aoslogue déjà trouvée ; 
mail on n'y a pas encore tenu compte des signet que doivent por- 
ter les lignes trlgonométrlque» qu'elle renferme , en égard à l'es- 
pèce de lears ares. Or, (a+A), seul arc obtQS de celte formule, 
didt a.\oir son cotinni négatif, et par suite clic devient 
ain. a, sln. 6 — cos. a, cas. à 

-«»•(■•+')= H ' 

on, dumgeaiit les signes des deux meaibm, 

cos.a eoB'b — tio-a tàa.b 
COS. (a+i) = g . 



la même qoe celle trouvie dans le premier cas. 




>B0, b<9a, etparuiltB(a-|-A>oai 

En eflMnant des coDstrocSous 
CD tout aotlogoea aox précédentes, 
on trouve 
DMoo rin.(a4-Ù)=El— KD, 
CM ou COS. ((H-6) = CI+EK. 
Cherchant séparément les valeurs 
des quatre lignes El, KD, CI, GK, 
sin.A cos.a 



et ensubstHnant dans les relations établies 
DH on 8ln.(a-(-6)= - g 



Si l'w introdalt actaellement dans ces fomnlea les signes ap- 
partenant aux lignes trlgoDomftriqnes des arcs obtnsaet a-)-6, 
tin. a nediange pas, cos. a prend le signe — , rtn.(a+6]«)n- 
serve le rigna-J-, cos. [a+b) prend le signe—, et on (AUent 



àa. (a+b) : 
— COI. (a-t-6)= 



sln.g a».6+cos.a sln.é 
B ' 
vn-a cos.6+sln.a sln.i 
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Eo diangunt toi algou d» deux membret de la secoiide, on 
trouve celle d^à obtetme. 
OQpratdone dire ainellement que Tes deax formules 

§ID. (o+é) = ^ . 



rat gioénlm eatn les limites o" et iSDd^rés, cette géDéralilé 
trouvaet sa source datu les conventions de signes adopté pour 
tes lignes trigoDométriqaee. 
Pour concevoir la vraie signification des quatre formules 

i.).i„.i„+.i= -°-"°'-'+'»'-'- 

,, , , siD.d eM.6— cM.a alD.t 

(î) siii.{o — 6)= ■ g , 

, , , ,, cos.a cos,6 — siD.a tln.b 

(s) co».(<i+6>= g , 

cos.a CDs.A + sln.o siD.6 
(J] C03.{a— &)= g 

Il convient d'en faire des applications nomériques; ainsi, posant 
a = 10° 6, = la", elles donnent 

. , „ -, , „ sln.80°COS.18''+C«.80'Bln.l8'' 
SiO.(S0"4-I8'') 00 ^0.48"= g= , 

, , „ „, , „ sin,3(i"co3.l8"~cos, 30° sin-iS". 
«in.[80 — 18 ) on sin.13 = g 1 

et l'on volt que les facteurs des seconds membres ont des valeurs 
connaes, et données précédemment por des considérations géomË- 
trlqnes. Il en réeulte que ces formules permettront do déduire des 
qoatre rapports connus 

sin, t6° sin. 30" siii. Âi" sId. 60° 

~R ' ~R~' a ' a ' 

en s'aidant de la formule cos.=l/R' — Un.', beaucoup d'au- 
tres rapports de sinus à rayon pour des aras nouveaux. 

Hais comme en opérant ainsi il y aBrait des lacunes, on a uti- 
lisé antrenwDt les formules précédentes. 

En fu'outant membre & membre les fbninilei(l)et (3), on ob- 
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UeDi, en onwttint tas termei dsi secondi membm qnl w détrai- 
UDt comme étant égnx et de tf gna eontrairea , 

. , i»ln.ooii.6 

rti.(<n-6)+sin.(a~6) = g 

Punnt ilti.(a — b) dans le second membre, 

. , sriD, acog.fi . , ,^ 
iiii.(a+6) = |j «111.(0—6). 

Sappoiuitaimmtiltl^deAtetsiiWltaantp>rstilleia,MA,M 
étant on nombre abstrait ùimt indétuminé, 

■lD.(flt6+A) = g dn. (mô— 6). 

Mettant l'are b en hctenr eomman dana mb+bet dani «tb — b, 

«D.t{«H-i)&]=«»ln.a«6^ — rio.[(m-i)6]. 

On a, par cette tratufoimatlon , oblena l'avantage d'Introduire 
dans la formole trois arcs coDséCTitifa,(m'— mb,{m + i) b, 
ce qnl pennetlra d'éviter les lacmes ; car st on sappose m = 7 el 
b= i",ceB trois arcs deviennent: le premier c", le deuxième 7", 
te troisième 8°- 

Ponr oatcnlcr, & l'aide de cette brmale, les tables de rinns de 
minute en mlmte, m pwen 6 = t'. et elle derlendn alors 

sln. (« + 1)'= a ■to.w'-î^' — lin. (« — 1}'. 

nie •'énonce ainii : Le alnns de l'arc d'nn nombre qDcIeonqne 
de minâtes ett égal h deox fUs te sintu du nombre de mlootes pré- 
cédent, mnltipUé par le rapport constant ^^imolosledoude 
l'arc composé du nombn de minâtes antépréctdait. 

En traitant ha formoks (•} et (4) de la ménjB maiilère, on 
tnMve le réanltat anah^oe ; 

Ï0B.(»+1)'=3«H.>|'5^ — COS. (W-l)'. 

Onndtdoneqaetont alnns et tout eodnos peut se déduire de la 
oanDBlanoee des slnoa et eeelnns des deux arcs qui les précèdent. 
Or, OD connaît d^à sin. 0' et COB. o', S donc Ml pouvait ae procurer 
sbi. l'et COS. i', on aurait on mt^reo de dresser ces deox taUes. 

Ces fbrmules srat daca ft Th. Sjrmpstn . 
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Reeherthe de *ftt. i', ci». 1'. 
Od sait qae la demi-ci rconfércn ce cootlent losoo miaates , et a 
pour nprcssion de sa longueur n X B ; on a donc 
arc 10800' =nxR; 

, nxH 3,I41S9XR 

' =T5bôô= 10800 =wxn; 

donc 5^ = O,O00ï9, 

Ce rapport est aensiblement égal à celui > el on va démon- 
trer qn'en le substituant à celui iaconan de > on commet une 
errnir moindre qu'une anilé dn dixième ordre décimal. En effet, 
rare OB, désigné par a, est plus grand que sd corde, et par suite 
qtie son sinus BA. On a donc déjà ilo. a^arc a. 

La tangente TO est jdos grande que l'arc BO, 

surf. tarlangteTCO=: TO X 

surf.seclenr BC0 = BrcB0x^7 
or, surface triangle >- surface secteur; 

TO X ™> arc BO X OQ tang. > arc. 

Ainsi, la longneur de l'nrc est compi ise entre cella de m ton* 
gente et de sou sinus. Puisqu'on a tang. a > arc a, en lobilltuant 
l'aprenion équivalente, on obtient 

5^^^>areo, on Bxalo.a>aroaxeos.o; 

et enfin, sin. a> arc o x 

Hais - étant toujours moindre que l'unité, son carré 

sera moindre que Si donc à cette dernière quantité m 

■abatltoe la première, l'inégalité aura lien à fortiori ^ d'oft 
tin.a>arc<i— Substituant ft cos.'a ta vaienr connue 




B'-a«.*.;.i..»>ma(5i:^) > — 
Od a fait cette BubstibiUoD afin de n'avoir dam l'expressioD que 
arc et slo., seules longneara qae l'on cherche à comparer. Hem- 
piaçaut siD.'a par are'a> e'«tt augmenter le terme soustractif, et 
par sDite dimlaaer te second membre de rinégalitéi od aura donc 
à fortiori 

^ B'arca— arc'o ^ arc*» 
8in.a> jj; >areo ^ 

DMiant les deux membres par R , 



et transposant d'un membre dans l'autre, 



donc '-^^^ diffère de d'une quantité moindre que ^— ^ j ' 
on, d'après ee qu'on ti Ironve préctdt'nimciit , moindre qoi^ 
(0,00021))", ou 0,000000000024. 

On peut donc prendre sans crainte O.OOOS'J comme vatenr de 
— « et en déduire ""î' ' i A l'aide de la Ibrmale 



= Kl —(0,00039)'. 

Hais ptiliqM, pou caloutai ks laUea, on déduit les ^os les 
m» de* antm de mtonte en mlnnle , Temur commise sur i 
qaolqiH trèa-pelite, pourrait peut-être s'acarottre par les calcDls 
mceeaslh, devenir importante. Ou a donc véHlU, an moyen des 

. — j Bin. ts" gin. 30° , „ . . „ 

valeurs connnes de — g — > — ^ — > calculées avec toute 1 exac- 
titude dàinble par nue méttiode indépendante de cellequ'on vient 
d'espoMT. 

SI on ealcnle de« tablei par les forainles de Symptoa, comme on 
Mt marcher eonennemment la table des sinus et celle des cosl- 
nns, U n'y a ^ iMtAa de prolonger les opéraHons au delà de 4if. 
Car vent -on se procurer le sinus de 68° T On sait que le 
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sinni d'un angle est nu cosltiui; de son complément Oa 
anra donc 

Sin. 58" = COS. (00" — SB") = COî. 31". 

Gin. 5s° était donc calcalë, et se trouvait coinprisdaotlatibledeB 

On voit alors que la table dei eoslnnide a" à of continue celle 
d«s sinus de 0° k 90°. 

La table des sinus de 90 A 180 est d'ailleurs la même que celle 
de eo à 0. 

11 BurOt donc bien, comme on l'a Hanooeé, d'atteindre la limite 
46* poor les sinus et connus elmultanémcnt. 

•DBDi le but de rimpUfler le* calculs trigonométrlques, oa n'a 
pesooDStrultdetnUe eoulenant les rapports des lignes trlgoDomA- 
triques, ilnni et tangente, t rayon , mais bleo une table des loga- 
rithmes de ces npporta. 

Orf comme est toujours une fraction , son logarithme dâ- 
dmal aandt (té négatit Poat remédier à cet ineenvénlait, oo a 
calculé le raifort du dnne Aune partie do raron ânes petite ponr 
que le ilnns da plu petit are employé, Mt plus grand que eette 

fraction dn rayon. 

On a donc été conduit à concevoir le rayon partagé en un nom- 
bre dv parités égaies marqué par l'unité suivie de dli zéros. 
Alors le logarlliimc du rayon est Invariablement 10 dans tous 
les calculs. 

Od conçoit, au reste, que cette moâlDcaUoo faite anx taMn ex- 
pllqnées précédemment, revient à multiplier tous les wnnbrce 
qu'elle renfermait par l'unité suivie de dix zéros, et que ces nou- 
veaux nombres, égaux aux premiers multipliés par OD Dcmbre 
constant, caractérisent aussi bien les angles; car d, an IlOlda pren- 
dre le rapport de sinns â R , on prend ceini de sinus a la mllUteM 

partie de B, cala donnera «i IMO X ^ 

1000 

Sl,duisiinetalilede lignes MgutométElqnes, oeiles des angles 
tapplémeataires sont distinguées par le slgnCt 11 ne peut «n être de 
même dans une table logsrithmlgue , puisque, d'après notre 
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système tabulaire, les Qonibres Dégatib QO MDralent avoir de logB> 

rilhmes. 

On a donc dû négliger ces signes, dont les tables nsoelles ne re- 
tiennent pas la trece. 

C'est dans tes formules ellcs-mimes, avant toute application lo- 
garithmique, qu'il faudra considérer les ^pes des divers Élémenls, 
alln de savoir par là que! doit être celui de la ligne cherchée; on 
jugera alors si l"arc à obtenir doit être aigu ou obtus. Dolt-il èire 
aigu ? celui doDDé par la table répond directement à la question. 
Dolt-il étreobtusl c'est le iDpplément de celui donné par la table 
qui sdra la lolaHoD. 

Il D> a qas poar h iliini qoe cette obeervatlOD ne s'applique pu, 
rien ne diiUngnant le (iDDa d'an angle aigu decdaiden» snpidé- 
ment nécessairement olitiu. 

Lors donc qu'un angle sera donné par aon ^ns, on aere dans 
le doute sur son espèce, et la trigonométrie «ta ImpDlssaoteaie 

La géométrie seule pourra, dan* ce cas, guider le calenla- 

Les tables usnelles n'ont été réellement construites par aneane 
des méthodes indiquées précédemment On compKnd en effet que 
la loBgneor des caleuls, l'imperfectioa des aivroximaâoDt sneces- 
rifes, et la DéeesHtédapanar des nomlires aux logarithmes, etusent 
été autant de canses dfnsuccès. 

On n'a dimo en pour bot ici que de fimer le Jugement A accepter 
les tailles, en lot indiquant des formules qui théoiiqaraient auraient 
pu snfBra à leur cofulroeflon. 



Les formules fondamentales, combinées entre elles, conduisent 
à de nouvelles relaUona qui seront oUUséeeparla eolle. - 

Si on combine «>tre elles, par vole d'addition et saostractton, 
les quatre formules fbndamoitales deux A douK, on oiiUent, en ef • 
fbcloant desdmpltfleationi évidentes, 

BsIn.(a+6)-f>Bsln.(ii— 6)=3iln.a em.b, 
B sbi. (a — A)— Biln.(a— 6) =3 Gos.a ain.b. 
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Rcoi.(o+fl)+B«»».(o— 6)=aMa.aco». b, 
Beoa. (a — fi)— Bcoc(a+6)=3siD.a On.b. 
Poar obtenir h dernlire on a tetranché de RGai.(a — 6), 

Sew(a+&), afln d'éTlter le dgne moini en tête dn Hcond 

membre. 

Les premiers membres de ces gnetre formoles renferment les 
arcs {a-t-b] et {a^b), et les seconds membres les arcs isolés 
a et b; f.t bien qu'elles expriment les transformations de sommes 
et de difTérences de sinas et caslous en produits, eiles ne peuvent, 
nos celle ftarme, servir à cet usage, parce qu'on Ignore commênt, 
des ares lopposéa cooous des premiers membres, on dédolnlt 
ceux qui entrent dans la composition des seconds. 

Aflndejoger eesrelationa, on pose a + 6=p, a — 6=g,ex- 
prestloDS dont la Minme apprend que ia=p+g, etla difféMoee 

qoea6=p— î;d0De o=2±î, fi=C=^- 

Sobatitnant dans les fiirmnies trouvées, elles deviennmt 

(5) Il(till.p+llll.9)=SslD.^^COI.£=2f 

(0) B(sln.p— rin.î)=aco^£±îdii.5^ 

(7) E(CM.p+B08.î) = acOI.^^«».^=2, 

(6} B(cM.î— o«.p)=asln.£Y2ato.^^- 
n anfflt d'énoDcer rnne d'elles pmr interpréter bdlenent les 

La première exprime qoa la Knmn des einns de deux arcs est 
^le à deux fois le sIddi delear danii«imme, roulUplié par le 
eoslDusde leur deml-dIfHrence, divisé par le rayon. Si on sup- 
pose a = 30°, 6 = 1 a° comme application, elle donne 
B (ain.30°4-Bln. 13°)= asIn.ïl°cos, 9°. 

La formnle (s) eat sani applIealiOD en rectiligne, mais trè»- 
nUliiée en q^rlqoe. 

En combinant entre dhi ces fgrmnka nonvallea, on en Iron- 
vetalt d'antret, parmi lesqultes now dlttingnerom apCdalemeat 
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celle qui résulte de la division membre A membre des formoln (S) 

et (S). On obtient ainsi : 




Mite Km forme de proportloD , celte foimnle de^rent 

: ûa.p — tàa.q:: tong.^^^y^j : (ang.^?-^^; 
et g'énoDM dnd : 

La somme des linni de deux uawt A la différence des sinua 
dwmémMWtt, comme la tangente delà demf-WDime decesaits 
eit & la tangente de ienr demi-différence. 

Si pour applIcBUoD on rappose p = ao", g= lamelle donnera 
(9) ritLlo'+iia.ti": tin-ao' — dn.ia** :: tang. te": tang.4*. 
On nmiie cette formule en trigonométrie reeUligne poar un cas 
de la r^atlen des triantes, problème poar leqnd on prépare 
d'avance des ressources. 

SI, dans IcsTomiulcs 

R sin. (a + ;i)^siLi.a,co5.i + cos.a, sin.fi, 
R COS. [a-^b] = ces, a, cos. b — sio. a, àn.b, 
0DpMe6=a, bypotbiaeoatoilsée, poisqn'ellci sont générales, 
elles derlomeat 

(10) E sIn. 9a se a lin. a cos. a ; 

(11) Bcos. 30 = cos/a — sln'o. 
Eiprorions da slatis et da cosinus de l^rc double en fonction des 
sinus et coiinos de l'arc simple. 
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On obtiendrait les sinus et cosionid'un arc triple en pount dans 
les formules primllives b = îa. 
SI, dan* les (orniDles (lO) et (i i)< lemplttcesa par A, et par 

inite a par yi 

on troDve Esin. A=9 bIp. ^cos.^t 

A . A 
Rcos. A=GOS. — — Bln. j* 

Ces deux équations rentermaDt sin. ^ et cos. ^ «a fonction des 
tinos et cosinus de l'arc A, permettraient donc par éliminatloD 
de trouver le slnas et le eosinos de la moitié d'un arc, connaissant 
onc de3 lignes tri gono métriques de cet arc. 

Ln secoiido de ces formules a une grande analogis avpc ia 
relation R'=cos.' — +ain,' yi expressioB de ce principe. Le 
rayon, le alnns et le coHaas de Umt angle forment nn trlaoBte 
leetangto dont le rayon est Il^olénnse. Léon comUDahons par 
Totc (faddltlon et de aonstraction conduisent anx deos rësaltali 
iiUvantB : 

' R" 4- H cos . A = a coï. ' - > 

R' — R COB. A = 3 sin,' ~t 
deaqodies on pent dédnire 




Ces deux c^rrcssinnsfonriilssiint la valeur dn cosinns d'an angle 
en rooction , soit du sliuis , soit du cosinus de sa moitié (*). 
Parmi ie grand nombre de formules posdbles à déduira des 



(*} Oodlt qu'une eipraNlon al fonction d'une qulnllld, lonqa'tlle la ren- 
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quatre foodanieiitalH. ce eoun n'iimqaera dau l'aTOiIr qw Ih 

suivante»: 

»lD.p+alo.î !iln.j>~Bln.y :: tang.?^ ; tang.^^j 
utlIiifeeDKdlIlgne; 

B (cw. î - COS. p) = a riD. ^ aiD. 
allIWe en ^érique Keutement \ 
acos,'— I 

«w.A=— '"f uiilisfei BDUi Uen «a netUigm 
38in'— [ îi'*" *I**'''PI6- 



nfiniuLiuiioii DIB voiNDua >lii.(a-t-i) CM.(a-i-fi). 

IcifonQDki do. (n-t-d), eaa.(a-|-(] n'ont été déowDtréngé- 
nénlo qn'entre les llmlUs 0 et 180', enbe leiqoelleB Iw ares 
ponvent être «xisldéréi comme meMirai d'aigles. 

Pour coTUidérer Ie« arcs par eux-m&nn, Il font reculer la U- 
mlle 180°. 
SI, dans lesTonnules 

, , 8lii.acos.&+ COS. 
sin. (a+ 6) = g ) 



coB.(a+i)=z - 

on augmente, soit Tna, soit l'antre des deux arcs raceestiTement 
de 90°! 00 fera passer l'atrémité nnUle de Tare total di 
desqnatreqnadranU. 
Posaotdoneaïs&O+dfi on devra développer 

rti.(00'+rf+6) et coa.(9o+n'4-6). 
Passant deiansàteors sappléments vC compléments, 
riD.(SO'>f^-|-A]= sin. (90°— q'— &) 
, , , COS. o'm. fi — sio, o'Hin.ù 
= eos.(a'+6)= ^ j 

COS. [oo''+n'+fi] =— cos.(yo"— a'— d) 
, , , ,, — sin.n'cos.ù — cos.a'ïlo.6 
= — iia. (a',4- 6) = . 
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Ces développementi s'obtiesDent en observant qne le sopplémeot 
ae 90'+a'+6 est t80°— 90°_o'— ou B0°— «'— é, are 
dontle complément est 00°— SO'-Htf + fr oa ti+b. 

Ces formales ne ponlsient pu être les même* qne celtei d^à 
trouvées; mais U hnt remarquer qne, dans celtes randuaen- 
tales, les seconds membres renfermaient les arcs a et b, éléments 
de la formation des arcs des premiers membres, et que , dans les 
nouvelles, n'est qu'une partie d'un des ares du premier membre. 

11 but donc exprimer des lignes de (f en fonction de celles de 
[BO+tt) on de a. 

Pour cela, de l'^lté a=: 00° -(- on dédtdt «=a — -90', et, 
par SDlte, 

Bin.tf =sin.(a— »0°)=cos.(180'— Bj=— eoB.B, 
eos.i/=cos.(a — 90°]=riD,(t80'' — (i)= iId. b. 
Substituant, on obtient 



sln. a COS. 6+ ec 



Lesfon 




n'ont done éprouvé aocnae modifl- 



calion lorsqu'on a mpposé un des ares acem de Bo". 

La toanne des ares peut dose passer luecessfTement par Ions 
les étals de grandeur, tans qne les tbrmules cessent d'être vraies, 
puisque l'addiUon de 00' ft l'un des an» ne tes modlBe pas. 

SI 00 are était com^ dans le 
sens OB', Inverse décelai admis, 
on lui attribneriUt te dgne — , et 
son cosinus CD ne lubtrail nucune 
-|q modiflcalioa; cequi permet de dire 
que lorsqa'uo arc change de s\gne, 
son cosinus n'en change pas. Ainsi 
coB,{ — (4=cos.a. 



II,— CiOS. ÉLU. 
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BÎSOUmON DES TRIANGLES EECTIUGNES 
ET SFEÉAIQUES. 

Pour rendre plus facile aux caDdidats l'étude des formules de 
rtaoIntioD des triangles tant rectllignes que gphériqaes, ou a adopté 
une marche qui coaduil à des résultats exacts, mais n'est pas à 
l'abri du reproche. 

Elle consiste k chercher les formules de résolution des triangles 
rectangles à l'aide de ligures spéciales, et à s'en servir ensuite 
pour en déduira celles reUtlTOi bd2 triangles queleonqnes. 

Catta Ttda éttit U Mik onterte, loraqn'oD a'ai%eaft des eandi- 
dMt ■neane poilan d'aigttn. 

It s'en Mt pins ainsi «ajourd'hul , el le moment ett tnm doute 
Tonn de Un disparaître de l'Iastmctlon cettelmperfeeU(tt}C>rH 
ett constant, comme l'a dit un savant llliiatre,qiie lesméHiodeo 
générales sont toi^urs les plus simples. 

Ne voulant pas nous poser en réformaleor, nous donnons les 
deux méthodes, en déclarant qae la première n'est i noa yeux 
qu'une application géométrique Ingénieuse dont It fent se garder 
de faire abus, puisqu'elle n'iDdlqne pas à l'élève de marche & 
suivre pour la recherche d'expressions qoi ne lui anralent pas en- 
core été enseignées. 

Dans le but de soulager la méinoiTe, nous analysons paialWe- 
ment la résolution dei triangles reetlllgnee et a^iériqnesea pla- 
çant, en regard de chaqae fommle d'ans dei trigonoinétrie*, . 
celles BuJogiiee de l'autre 



». 
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Biciiligiut. 



Toute formote desduée à résoudre un Irluigle doit renfermer 
quatre de ses ëlémenU. afin d'en Taire connattre un, les trda aotres 
itant donné). 

rOFIMUC.ES APPUCABLU AUX TIlIAnGLES hectaiigles. 



dont on trace les deux ligne» trigonométriquei NH, OH, la aimlU- 
tade des deux tHauglei CMN, CAB foumiralB pnçortku 

CN : NH :: CB: BA; 
on, intMtltnsnt â ces termes les notations convennes 
&:sln.C;:a:c; 




^ quelconioe on déarlt ut are NH, 



On aurait également It : lio.B :: a ; &. 
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Tonte formale deiUnéa h résondre ud triangle dirit reDrernur 
quatre de ses élémeats, afin d'en f^ire conoaltre nn, les troit aatrei 
étant donnée 

FORMULGa AraUUBLIS AW TRIAnGLES BECTUIGLES. 

Soit ao [riangte sphérique rectangle 
ABC. On cherche à construire un trian- 
gle rcctilignc tel, qu'il existe des relations 
déterminées entre plnsieurs de tes ëlé- 
menti et cenx correa pondants du triangle 
■phériqne. Iliduant à cet effet les trois 
sommets an centre de la sphère, et for- 
mmit en un point D' quelconque de l'arête 
CUlLTPetilifînePD I' dt ™ diùdrc, le triniiale rcrliliyne D I P ninsî 
cmistruit sera rectangle Kii effcl, le |ilan F D [' est iH iiuMulieu- 
laire à celui AOC, comme l'étant par construction ii la droite CO, 
qn'it contient. Le plan ABO est perpendiculaire à celui ACO en 
vertu de l'Iiypothtse, l'angle A étant gnppofé droit. LlntereeetiOR 
FI' decesdeos plans est donc perpendiculaire aa troisième, et par 
suite i 11V, qui y est renfermée. 

Le triangle rectiligne FI'TÏ a donc avec ie sphérique les rela- 
tions snivantes : _ 

Fiy est an sSam de l'angle BOC mesuré par i'arc BC. Fl' est 
un sinna de l'angle BOA mesuré par BA. L'angle FCL' rat ^1 à 
l'angle spliérlquo C, et l'angle FI'D' est droit comme l'angle sphéri- 

Pour éviter l'Introduction des rayons des tables et de la sphère 
simnllanément, en fera la constraction uréeédente an point D, 
pied de laperpeudiculaiie abaissés du point B sur CO. Appliquant 
alors a ce triangle la fominle obtenne cl-conire, on traave 

B : sin. G sin. a : sin. e. 
On aurait également B : sin. B : : sin. a : sin. b. 




its itaramoa os» miakolm 

Cette formate s'éDDDCe aiad : 

Le rayon est au ilnns d'un dei an^es atgiu comme l'bypotémM 
est an cAlé opposé. 

La dnllltade dea mioHt trtinglci «Mnlt U proportku 

B: eu :: CB :CA, 
on R : cui-C :: a : b. 



On nuralt pareillement R : cm B :: a 1 
Cette formule a'éoaQce ainsi : 

Le nyon «l ao «orinui d'an det anglei aigu oomma l'faypoté- 
inua est aa cAté a^facoit. 

IM deux tiinnglet «emblablei CBO, CAB donnent la proportion 
CE: BO:: CA : AB; 
OD, en y introdolsaiit lei notatioDS admfwa, 
E:tang.G::d:e. 



ODanraitparelllerocnt R : Umg.B i:e:b. 
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Cette formule s'énonce ainsi : 

(I) Lerayoa est an t\a\a d'un des angles obliques comme le 
iiDus de rbypolénuse est m sinns da eûté opposé. 




pointe 

un triangle MCK par ks mê- 
mes principes que celui BDI, 
ses deux côtia CM , CK seront 
les tangentes Irlgonométriques 
des arcs CB, CA j et, en ap- 
' pllquant à ce trlai^ U fur- 
mole trouvée ci-eoDtnt «lia 
fbamln 
H ; COS. C : : tatg. a : tang. 6. 
On Boralt pBrellleDMnt B leoi.B :: tang. a : tang. e. 

Cette ftomnle s'énonce tltM : 

(s) Lorajran est au codons d'un des snglm obliques comme la ^ 
tangente de lliypotâiase est i celle da o6té sdjBeeot 

En construisant un 
triangle rectllinae ana- 
logue au préccdcnt au 
pirintP, pied de la per- 
pendiculaire abaiiiée 
do point A sur OC, la 
I edié AQ sera la tat- 
geftte de l'arc BA. Ap- 
pliquant à ce triangle 
la Ibrmnle trouvée ri- 
contre, OD obtient 
B : tang. C :: tin. tang.c. 
On aurait pareillement R : tang.B :: tàù. e : tang. 6. 
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RHtiliti'ti. 

Cette formale s'énonce ainsi : 

Le rayon est â la tangenle d uo des angles alyns comme le cAté 
s^Jeeent de l'angle droit est an cAtéoppoeà 



D'aprèt le théorème da eurré de rhypotëDme, on s dani tout 
^rloD^ rectangle 

, iï'=6' + <!"; 

d'o* l'on déduit «• = o- — ; 

OB. c=l/{a+6){a-6)î 
rehUoD eotta les tnte c6téa. 



On 8, d'aprèe 1& géométrie, 

B+C = 80''î 

nUtloo entre les deox snglei eigns d^ul triangje reetangle, Mtpil 
permet de déduire l'an d'eux de la eonnalmnec de l'antn tant 
l'fnlcrmthm d'aocno eAt& 



aâsoLD-noK des tbuiiglis soi 
Cette forniale s'énonce ainsi : 

(I) Le rayon est à In taDgenle d'un des aoglu obliques comme 
le BiDiudDcAlé adjacent de l'angle droit est à ta tangente du cAté 

On Tirit qae, dans les trois figures précédentes, te triante rectl- 
llgnevonstmit auDde ses «ommetsefiDfondosacceasivcmiQtavet: 
un de ceux du triangle sphérique. 

Le triangle recUlIgne rectangle 
OlD fournit, en appliquant la se- 
conde formule trouvée, 

a:co8.ICH) :; 10 : OD, 
ou R : C0S.6 ;: cos.c : cos.o; 
relation entre les trois cAtés, qai se 
traduit ainsi : 

(4) It rayon est au cosinus d'un des côté» de tanglt droit 
eomtne te eoiintu de tautra eâlé de Vmgle dnU est au muinvs 
de thypotértuse. 

La somme des angles n'étant pas constante dans un triangle 
sphérique, Il fant chercher deux relations, l'une entre les deni 
angles obliques et l'Iiypoténuse, l'autre entre In deux angles obli- 
ques et un cité de l'angli; droit. 

Pour lier ensemble les deux angks obliques, il snfBt de combiner 
une des Ibrmules tronvËfs, relative à l'aDgle C, avec une de celles 
tenfBrmant l'angle B. Mais cette combinaison contiendra plnsleurs 
cAlés dont II faudra éliminer une partie, puisqu'on n'en devra con- 
Mrver qu'on ; pour diminuer le nombre des éléments à fbire dispa- 
raître, on cbolstra de prétÉmice les fbnnnles 

B : rin.B :: sln-B : aiD.&; B : eo*.C :: taqg.a : tang.fr 
qui, divisées terme t terme, donnent 

^'n;B sin.a _ sin.ft . sin. cos. 

• CM,C ■' tang.tt" tang.6' tang. ~ b' 
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Les dnq relaHoni trooTtes lant déduites d'une flgare q«i ne pent 
nibir d« modlficatloii, l'angle C étant enentf eilenHot aign. 
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On a donc 

cM.C:iin.B :: 




I mitls, d'aprèi la rbraole précédemment trouvée , 

eM.Bss g ; donc cog.C : bId.B ;: g : co». 6; 

endlvirant par cas.A ksdois lennrada dernier rapport, 

a».C:riD.B :: coa.ii : R; 
ctanui CM.B: sln.C eM.6 ; B. 

Elle l'énonce ainil : 

(â) tt ragon ml au eotimi dm âneôlét de l'angle droit 
comme le tinvt de l'angle oblique a^aeeni ai ou eoeimi de 

Fangle oblique opposé. 

En combinant eolre elles par voie de malUpIfcatloD les deux for- 
mules qu'on vient d'obtenir, on trouve 

B':ReoB.<i, :: do. B alD. C : cos. B cos. C :: ^4 : 

ODS- S tUtt L 

:: taDg.B : cot. C, c'eiM-dlre R : ca«.a ;: tang.B : «t. C. 
Elle s'éiMiMflalDal: 

{6} Le r^D est an coilnui de l'hypoténuM comme la tangente 
d'an dw angtos oUiqnas ait à la Gctanente de l'autre. 

Cet itx. rdatiaiH dtatt dédnltu d'iuw figure dans laquelle ta 
points D et 1 étaient situés entre le centreO et lessommels A et G, 
Il y a lieu, avant de les adopter, d'examiaer si elles existeraient 
encore, cette condition n'étant pas saUsfoite. 

Si.les cAlcs BC et BA avaient été plus graudsque des quadrants, 
ce qui aurait rendu ienrs cosinus OI, OD natifs ou comptés en 
sens Inverse, Il snfQrait de les praloDger Jusqu'en B' pour former un 
nouveau triangle B'CA qui estdaus le cal de la nian employée, 
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LesaogleiBetCétaDtcsEciittclJpiDfntaigus, et les auires élé- 
mcnU étant des dratei dod susceptibles de signes, il n'y a aticane 
préeauticm à prendro pour lea atlliier. 

Lu dnq bmniki troaTBCs précédemment répondent & tous 
les cas. 

On s'en essnrera en dressant le tableaa complet de tons ces cas, 
et InaciiTant dans une colonne séparée les numéros d'ordre des 
Tormnles & employer. 
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Bel pour lequel, par suite, existent I 
H : alD- B' :: élu. a' : sin. b; B : cos. 1 
:taDg. c'; R : tang. D' :: sin.c' : tang. b 
:: eos.e" : cos.q'. 
Mais sln. B'= sin.I 



formules 

:: tang. a 



; C09.B'= C03.B; tfiiiy.ll 
; Biu. o =: sin.o; tang. 0'=: — tang. a; 
tang. tang. c; slD.e' = sin.c; cs>b.c^= — 



SubsliluBDt, elles devlenDent 



B ; COS. B ::-taiig 
B:tBiig.B:: iln. 1 



!:-tang.e, 
: Ung.A, 



et comme on a le droit de changer les signea des deox termes d'un 
rapport, elles reviennent aux précédentes. 

SI on supposait CB ou l'hypoténuse sente 
plus grand que So", od aurait, en prolon- 
geant lu ares CB, CA Josqa'm C, formé 
an noavean triangle rectangle CAB, anquel 
lea Ibrmnlei primitiTea ooDviendrsIent 

En les modifiant comme on l'a fait pour 
l«a précédcDleg, on verrait qn'eltM s'appU- 
'^qoent an triangle ABC. 

Cet formules sont donc générales on applicables dans tons les 
cas, à la condlttoD de donn» àchaqne ligne trigonométriqua le signe 
qni lui est propre. 

les tàx formolea trouréei pi^eédenuneDt suffisent à tons les cas. 

Od s'eo annrera en drenant le tableau complet de tooi ces cas, 
et inierivanl dans ace colonne séparée l<s numéros d'ordre iet 
foRcnki à employer. 
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Rieapit^laiion dn formules trouvées. 

nUlMirBiifit tr K)M§.Oi:*:(- »,B 

(I) a,C 
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(l)Ktlln.B::|lfr (ta-tL (tyK:dB.C:i>ta.ai>lD. c. 
Cl) Ki«a>.B II luirai lut b MEiCM.Ciil«iC-ailing.t. 
(g) KitaoK.B:: iId. cilanc-** W&:luifrC:iiia.t: Uns-c. 



(8) B:coi,fl::lang.B-.HH.C. 

Les fonniilei 3 et 4 condnlMDt à deux c 



Do la formais ■ on dédoit taBe.Bscj^tang.ft. 

Le fàOAm ttant toqjoon positif, nog. B et tang. b de- 

TTont 4tra constammcat de même aigne ; et par saite on dit que, 
dan nn triangle aphériqne netaitgU , nu angle obllqoe et le cAté 
opposé sont toqji^ de^Dême etpèco. 

De la ftirmole ^on d^nlt coa. a — — * • 

Ce qd afffamA 4» cm. a sen positif, et par suite a aigu, lora- 
qu les deux &daan coi.ft et cas.e auront le mime signe, et qu'an 
contraire cos. a sen o^Uf. on a atHsa, loreque ces. 6 et coa. o 
MTont de dgiWi contraires. Donc dans un triangle spbériqoe rte- 
tmgU, si les cAtés de l'angle droit swit de même espèce, l'tiypoté- 
nose estatgUB. 

SI lea cAlés de l'an^ droit wnt d'eq^ dUTéraites, l'bypoté- 



// 




RétolMo» dai Ifianglet recliiignes quelaongueii 

Sait UD triangle rectlUgae quel- 
conque ABC- 

Sl du sommet B d'un des angles 
on abaisse une perpenjllculalre sur 
le cAtc opposé, il ^cQt arriver 

Premier e*. Si la perpendi- 
culaire tombe à l'inl^ricttr du triangle, Il se tAïuve pécomivuë en 
dirux triau^lfs rcctBDgIes, ADD,D13C. . i--. 

Appliquant a chacun de ces triangles la fn'inuled des triangles 
rectangles, on a B : sin.A :: c : BD, ' ' 
R:sia.C a : BD./ j 
C(?s deux [iruporlions, dont les extrêmes ^nt \eweaéme3, ont leurs 
moyens réciproquement proportionnels. On a Ane la proportion 

sin.A:Nn.C>::a/c; i 
relation entn deux angles et lescAlésfiui len- sont oppocéi, et 
qnt l'énoncerait aind: , j 

Les slnns des angles sont entrfi eux|eommë les cAtés qui leur 
sont opposés. _ * 

Appliquant à ces mêmes triangles la fori^ule 3 et non celle 3 , 
aan d'oitrir toujours l'auxiliaire BD,^ 

H : tang.A :: AD : DB, 
&: tang.C :: ^D : D^i 
et, par ntlte, taug. A : taag. C ^ CDxAS; 
relation «atra deux auglCB et les ajgcaeak atljaceaU, gui s'énon- 
cerait alDd : / / 

Lc9 tangentet dei angles sont iiversepent proporthDHlIec aux 
gefpnents adjacents. / J 



\ 



L HémluUon des triangles sphériqves queteonques. 

Soit uu triangle sphériqne quelconque ABC. 
Si du sommet d'un des angles on abaisse 
un arc perpendiculaire sur le cûlé opposé, Il 
* peut arriver deux coa. 

Premier cas. Si la perpendiculaire tombe à 
l'intérieur du triangle, il sera décomposé en 
deo\ triangles sphériques rectangles ABD, 
C DDC. 

' Appliquant A cbsun de ces triangles la formule (1) des triangles 
sphérlqoea n 

B : sin.A^ siii% : sln.BD, B : ^.C :: ain.a : sin. BD. 

IX, les moyens seront réciproquement 
a donc la proportion 
: sin. C :: sia. a : sln.cj 
ftles et les côtés opposés, et qui s'énoncerait 



(i)ij=,i 

qal leur si 



us deaanglA sont entra ei 



s sinui des côtés 



it aux'iUiiiesViangles la formule (s), aBn d'utiliser 



B : t%ig. A ^ : sin. AD : lang. S 
^ C i: sia. DC : tang.E 
et , par suite, tang. Jt : UtA. C : ; sIn. DC : sin. AD ; 
relation entre deux anUes Cmn segments adjaceots, qui s'énon- 
cerait ainsi ; 

(S) Les tangentes di 
lui sinus des sefiments É 



proportionnelles 
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Appliqiiaut u ces triangles recinngica la formule 4, an obtient 

^=ÂD'4-]ÏD-, a' = Cl)-4-BD'. 
Éliiniimiit IID', ta retranchant ce» égalités membre à membre, 
£>'~n' = ÂD'— CDS 
ou (ff-(-o)(c — a) = (AD+CD)(AD— CD) 

ou in proportion e + a : AD + CD AD — CD : r — a. 
Cette relation ne s'utilise pas, à cause <Ii' sa outniiliiMiion. 
SI la perpendiculaire tombe en dehors ûu n inii^lt'. 

B En appliquant les mûmes fiirniiilis que 

[irpc^ilfmmpnl, linolilient 
\ R:5in.A::c:l!D; l\:sin.iiCn::a:l!D. 
/ /" i Bouc sin.A:sin, BCD:;a:e; 
jf / I mail sin. BCD — ain. BCA = sin. C, les 

£ f —{" b atigles BCD, BCA étant ropplMamtoiia. 

Donc iiii'A:iiii.G::aio. 
Cette forainle st donc générale. 



On a Maternent 

R : (mip. A : : Aiï ; nR, 
R:laiip.l!i:il :: CD: IID. 

Donc tang.A : tarig-iiCI) CD ; AD. 

Mais lang. BCD = — tîiiif!. RCA, les iliux nnj-'les BCD, BCA 
étant supplémentaires. 

Onauradoni? tang.A : —iiiiif;.C :; CD : AD. 

Cette formule dllTtre de celle dijà truuvée par le signe de son 
second terme. Elle n'est lionc pas générale, et peut uependitut 
étraotliisée, pourvu qu'un calcul préalable détermine si laperpen- 
dlonialn doit tomber en dedans ou en dehors du trlaugie. 

Duu ce dernier cas, il firadrs te sooventr qu'elle renferme iwd 
l'iDgla C du triangle proposé , mafe son «upplémenL 
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Appliqunut iiux deux triangles rectangles In formule (4) des 
triangles splii'L'iiju es rectangles, 

& : COS. AD ; : COS. BD : cos. c, 
B: COS. CD coi.fiD : cos.a. 
Oa déduira, les tutécédents étant éganx, la proportioa 

ms.AD : eos.CD ;: eos.e ; coe.a. 
Cette relation s' nti lise par suite de sa simplicité, «t s'énonce ninsl : 
(S) Les coiinus de deox cAlés sont entre eux comme les cnslnus 
des segments adjncents. 
Si l'are perpendicnlalre tnnbe eu dehors du triangle. 

B En applIqDBDt les mtmes formules qne préeé- 
dNDinmtt 00 obtient 

R : sta. A :: rin.e : ^.BD; 
R : sin.BCD :: sin.a : slo.BD; 
donc eiii.A : sin.BCD :: sin.a : sId.c. 
Ma:3 siti. i;CD = 5ln. BCA = BiD. C, les angles 
BCD, EGA étant sapptémenlalres; 
duBo sla.A : C :: sbi.a : sin.e. 
Cette bnnide est donc générale. 

On a également 

H:tang.A::siD.AD:tang.BD; R:tang.BCD :: sin.CDitang.BD; 

donc tang.A : leng.BCD :: sto.CD :stn.AD, 

on tang.A:— tang.C :; ain.CDirin.AD, 

les im quantités lang. BCD et —tai^. C étant égales, comme 

exprimant le* tangentes de deux arcs supplémentaires. 

Cette formule diffère de celle déjù trouvée pur le sl^'ne de son 
second terme. Celle 2 n'est donc pns gcnÉrale, mais peut nénumoin» 
servlr,Elun calcul préalable annonce la position da la perpendicu- 
laire. Dans le CBS où elle doit tomber en dehors , l'angle C qu'elle 
renferme n'est pas celui du triangle, mais son sopplément. 
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liMilUipai. 



SI I dans un triangle quelcon- 
que, on abaisse une perpendicn- 
iairc du sommit d'un des angles 
sur le cAië opposé , et que, tom. 
bHDt à l'iQtrrlear, l'angla A BOlt 
aigu par bypothise, on aura, 
d'aprta la f^mëtrie, 
ffl»=ï6'4.c' — aéXAD, 
relBtlon entre les Irola côlé» « un armait de la base. 

Pour éliminer le «efraent AD, on reiprimera en fcneUon de 
1-ongle A par In formule des trlaDgles «ctaDgle» 
B:eos.A::c:A1)i 
C08,A. 

d'où AD=c-g-> 
substituant, on obtient ^ 

SI la perpendiculaire tombait eo dehort. 




aurait toujours 



A0 = 



donc o> = &- + C — ï6c^ 
Enfla, si l'angle A était obtus, 
d'apris la géométrie, 




XBS01.VTI0N DIS TBI*nGtEB SIS 

Ed appliquant aux datxtriaDBlwiphérlqiies Kctangles la fw- 
Dinlc det trolt cdlét,oa'al>aeDt 

R:coi.AD::a».BD:cM.e; fi.-cos.CD ::c<M.BD:cai.a; 
d'où c«. AD : eoi.CD : : cas, e : o». a, 

ta même que celle 44)1 trouvée, 

SI da loiiimet B d'un triangle sphiriqni 

on abaisse un nrc perpendkalalre rar le 
cûté opposé, et qn'il tombe à l'iotérieurdu 
trlaogle, d'après la formule (3), on aura 

relation entre les deux cOtés et lei denx 
segmentsde la base, qui devient , en rem- 
plaçant n par (b — m), 
I COS. a : cos.e :: cm. [6 — m) : eoa.t», 
relation entre lea trois cAtée et nn Mgment de ta baae. 

Développant cos. (b — m], et malHpIiant par E leadeos termca 
do eecond rapport, 

cos. a : cos.c :: cos.A cos.m+sin. 6 sin. tn : Rm.m; 
et divisant par cos.n 

Ponr éUmloer le segment m, on l'eiprlinerB en fimetion de l'an- 
gle A, an nt^en de la (bnnule des iriai^Iei spbériquo reetaDgle* 

R : COS. A : : tang. e : lang. m ; 
d'où tang. m = tang.ccoa. 

in obtient 



OQ eos.a;co>.o:: BcDS.ft C03.e-(-elD-6 sin.e co8.A: R'coi.c. 

En nmltipllailt pu E' les dm lennea dn premier rapport, elle 
devient 

B*CDs.a : B'cos.d:: R eoa.b eos-e-l- ain.ô aiD.eGW.A : R'cos. e. 
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Cette formule eoailant ûoae à tou les cas, et ïoo volt que 
M itaimtté a tMn à l'UmUoti dM ttgaet dea lignes triganoiiiÉ- 
triqaes. 

Elle B'éuoQce ainsi : 

Dans un triangle recUligue quelcouqae, le earré d'au cAlé 
est égal à la somme des carrés des dejx autres, moins leur 
double produit, multiplié par le cosinus de l'angle compris divisé 
par te rayon. 

Cette fonnute étant générale, peut s'appliquer t ebsqae côté. 
On aura doue o' = 6' + c" — sbe — ; 

^ . e<w-A «"'B «OS.C 
Si oD les résout par rapport a — ^ — i — jj— » —g—) on ob- 
tiendra 

co». A fi' + c' — a' . 

R ifië ' 

cos.B _ a'-4-r' — fi' . 

R ÎQC ' 

R ~ ïnft 
Sous cette nouvelle forme, elle s'énonce de la manière gai- 
Tante: 

Le cosbms d'un dltM pat le nym est égal h (a somme 
des carrés dM cAtés qui comprennent cet nogle, moine le comé do 
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Les conséquoiKs plant i[;:ni\ , nnli'civlciits W siml niissi , ce 
qui donne en llii 

B Il'cos.n=aeus.fi cos.e+sin.6sin.r cos.A. 
Si la perpGDdlcuIalre tombait en dehors 
du triangle, on aurait 

cos-a : cos.e: :cos.fi ; cobm : : cos.(n)-61 : cos.tn; 
et comme coi. [m — &] = «», !b — m), la 
formule flouk sera la m£me. 



Cette Ibrmnle l'ënonDe alnal : 

Dans on triangle ïphérlgne quelconque, le rnj'on mnUii'lie 
tetnEinusd'unrûléesIégal sa produit des msiniis ik's au'n 
côtés, pins le produit dessus des mêmes eiltés multiplie par le co 
sinus de l'angle compris divisé par le rayon. 
Cette formule étant générale, peut s'appliquer à cliaquf côlé. 
On aura donc 

Rcos.«=:eos.6 cos.c+sln.ô ïin.c^' î 
Bco«.fi=GOB.aei».c4-^D.a sln. c^^|p; 

T. 1 . . . .cos.C 

H cos.c=cos.a cos O'+ua.a sin.é ' ^— 

COS. S cos. U 



Si on les résout par rapport à 
on obtiendra 

eoi. A Rcos. a~cos.& eos. 



Sous cette nouvelle Turme, elle s'énonce de la maiilùi'c sui- 
vante ; 

Dans uu triangle spliêriqne quetronque, le mslnus d'un angle 
divisé par le rayon ust égal au rayon multiplié par le cosinus du 
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dHé oppiNé, le toot dlfM pu le dmbla produit des cAUa qui eom- 
renaent l'angle. 
Let fonnalei trouvées picédmmunt, acccuDpagDéea de cells 
A+B+C=>i80", 
donnée par la géométrie, «ifDHntibHnIo CM de réaolation dea 
triangles reelillgiMe qmleoDqaes; ce dont on sisasnrera en fbtmant 
la réca^tnlatloD et le tablean complet des eaa. 

Séeapilulattim. 

(I) rin.A : alo.B ::a:b. (i) tvig.A : tang-B 

(1^ tin-A :stn.C :: a:e. (T) tang-A : taug.C e*: tf. 

(f) D.B : BiD. C :^ 6 : e. (3*) tanj. B : tang. Cy.dtlf. 

C08.B , cos.B a'+C — é' 
il'ib'=t,'+c'~2ac-^- i4-)-j^ = ~-^ 

cos.C cos.C a'-t-b'—f 

(S) A + B + CssISO". 

, bf, e représentent (es legmenU a^faeents ans angles A, B, C. 
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(Axé Qfpoiè, audai le prodgit dos cosIdos des cAtà qui com- 
prennent l'angla, la tout dlvlié par le pradnlt dea slnut des même* 

Lei (bnnalet botivéet préGédemment, accompagnées de la pro- 
priété det triBDgIea sphériqoes sapplémenlaiies donnée par la géo- 
mélrle, anUront ponr tons les cas de réiolnlloa des triangles sph^- 
riqoca qaelconqiies ; ce dont on s'aunicre en r^i^tnlant, et 
dr«*aant lo Ubicaa complet de cet cas. 



(I) lin. A : rin. B :: sin. a : du. b. 

(O ilo.A:(la.C ::tin.a:sla.e. 

[i*^ sln. B : ilD. C alD. A : Un. e. 
a', V, é rqnéientcnt les segmanta a^jaeeata aux angles A, 6, C. 

(I) tBng.A:timB.B :: du. V : sln.a'. 

(10 tang-A : tang. C :: iln.e' : iln.a'. 

(S*^ tang.B : taDg.C :: dD.^:^D.t/. 

(■} eoi. a: coa. A :: coe.a' : cM.i'. 
(S^ cos.b: eoi.ff :: coa. o' : coa. il. 
.()") OM. A ; C08.C cos. A* :cm. e'. 

(4) RGat.a=eoa.Aeoi. p-{-i1d.A aln.o— 

(4') Rcos.A=cos.acoi.0-|-BiD.a iln.e^^-- 

{4") Rcos.«=:cos.aco«.A-f *iQ*aiIi>*A^^lp- 

Bcot.fl— ow.Acw.c 

sln. A do. c 
Bcog.A — co».«coi.e 

dn.a ain.c 
Bcoa.c — cos.acQg.A 
■m. s (In. A 



(S) 
(Si 
(«") 



co».A _ 
B - 
coa.B 
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Formules de Iriangles rectangle*, 



LepremlnfltledeaxHuMoai UDtlMplui uueli. Le p«inlei 
senl est complet, (fMt4-dlre qoe l'on petit oatenler indifldaetle- 
ntent les aoglat fnoDimai, aiuAtMdiUgé dé oommaicer par I'ud 

plulâtque par l'autre. 

Le deuxième eu exige que l'on eommeoce le calcul par ta re- 
cherche d'un premier segment obtenu en ooDcevant une perpen- 
diculaire abaissée du sommet d'an des eoglet luconnai sur le 
câté opposé. C'est pour cet usage que sont uUUiées les formules 
6, 6'. 

La coDueissance de ce premier segment entraîne celle dn second. 

Alun la fontnile (i] tait tronm an Hcond angle, celle s foamtt 
par enlte le tmldème, et le «aient du côté e ifobtieni par la for- 
mule (i). 

En opérant ainsi, It fant donc se procurer les deux eigments, 
âlémentedMIeursInullles à conserver, pour arriver ii lu raimais- 
sance du côté e. 

On anrail pu le calculer immédiatement en emplo.vant ta for- 
mule S". 
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Formules de triangles .•pJièriifiiet redangles. 
(6) R :<;os.It :: Uiun.a : (aiif;. f, 
(r.')B:<Ms.C::tiins.n:laii|;,6. 

cnnnaiMBiil IM 3 C«é>. 
caiiiiDis.«aiil 1 cdUi cl l'angla comprû. 
nmnakssnl 3 anglM «t le Mé «djauiiL 
(iiiinaisMDt 1 inglei et le cOU oppoté à l'un d'sui. 
CDimaimanl 1 eitit el IViDgle oppoié ï ron à'tVX. 
copnaiEiant lu 3 anglea. 

Le premier et le fiecoiid cas Eont les plua (iniels> La pranlrr 
irai est uomplet, c'esl-à-dire permet de calculer imméillnteinent 
CCiDi des trois angles Inconnus qae l'on vouJra. 

Le degxlëme eu peut se traiter en cummcnçant par li: calcul 
d'un Kgment détemiiné au moyen d'un arc perpi iulk'ulnire 
abalKé da aomroet d'un des angles Inconnus sur le cdté opposé. 
Les foniitilu 6, t' serveiit à cette préparation. 

Un premier s^^meot étant calcolé, le second do même rUé en 
est la conséqDence. 

AlorsIabtmiilea'GiiteaDnBltreuii second angle A du triangle. 

La formule (1] fournit le troisième cAté e. 

La formule (e) , le troisième angle do triangle. 

On aurait pu calculer immédiatement le troisième cAlé par la 
formule {*"). 

Le troisième cas^e raméue bu deuxième par le trran^k supplé- 
mentaire, dans lequel on connaît deux cAlés et l'angle compii i. 
Dans le quatrième cas on calcule d'abord lecAtéA parla fiirmule{l|. 

SI l'on conçoit ensuite on arc perpendiculaire abaisse du sommet 
de l'angle C sur le côté opposé, on pourra calculer clincun des denx 
se<;ments par les formules G, 6', et par suite avoir, par leur com- 
hiiinisaii , le cùlè e. 

L'angle C se calculera alors par la formule 

Li- cinquième cas se ramène au quatrième, et le sisième nu pre- 
mier, par le mctiiodedu triangle supplémentaire. 
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Dbds le chapitre suivant, on va rccliercher directement le* 
mtniM foriODies sans s'appuyer sur la connaissance de celles dct 
triangles rectangles, qui ne seront plus que des ctwallalrei. 

JUsotetfon dei triangles netiUgna ftw/eonfuei, 

HËTBDDE GEnERALE. 

La formule o'=6'-He' — a6c — ^ - a été obtenue eu «'ap- 
puyant sur un théorème de géométrie, et snr la valeur de la pro 
Jcciion d'une droite. 

Ou peut donc la considérer comme trouvée immédiatement lans 
le secours d'ancuae formule de triangte rectangle. 
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Dana le chapitre suivant on va rechercher dlrectementleimtaia 
formules stins s'^ippuycr sur la eoLiaaissEince de ttUei àa triangles 
rectangles, qui ne seront plus que des corollaltei. 



RétoiMon du triangleisp/iirigiiet qtuUonqw. 




HBTHODE r.EIIBRALE.' 

Soit an triangle aphériqae ABC, dont 
les gommeU ont été loiots au centre 0 de 

En supposant les cdtés 6 et c moindres 
des quadrants, tes tangentes AM, AN 
arcs 6 et e rencontreront les rayons 
OC, OB, prolongés lox point! H , N, la- 
diqaés par la Sgnre. Si on unit eea deux 
* points par une droite, on forme deux 
triangles recUlIgnes quelconques HAN , MON, tels que 
angle MAN= angle spliérique A, AM=tang. c, AN = tang.fi 
OH = sée.e, ON=iéc.&. Angle MON a pour mesure a. Ap- 
pliquant & cbaeou de ces triangles la fomnile fondamentale de 
reeiillgne, on obtient 

MN'=«éc.'H- ëSTo — 3iéc. éiéc.c 

, , COS. A 

HN'=tang.'6+tMig.'c— aiang.6tang.c 

BetrancliaDt membre ft membre poor éliminer MM', quantité 
étrangère aux éléments dn^^Wangle ibérique proposé, et rem- 
plaçant séc.'—tang.' par B", ond>tlent 

0=B*4-R'-s<*c-* ■éc.e^^+atang.ù tang-fl^j-; 
relation entre trois c«é8 et un angle qn'H ne s'agit plus que de 
sImpUfler, ee à quoi op parvient ai supprimant le faclenr 1, com- 
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roun & tons les termes, et gub»ti(uai)l à taog. et sùc. leurs valeurs 
ronctloDS de ilnua et de cosinus. On obtient 

K' eos. g ^ R'slD. à sln. e coa. A 



Chassant le déDomluatear, sopprimant les focteara communs, et 
transposant dans le premier membre le terme fonction de coi. a , 
R' C09. d = B COS. fi CM. C -t-^n. A Bin. c COS. A. 
Cette formule, obtenue & l'aide d'une figure dans tacpielle A et c 
ont été sapposés moindres que 90°, a besoin d'élrc généralisée. 



R'eos.a=Bcos.A'coR.o'+Bln.(' stn.t^ cos.A'- 
HbIs cos.6'=— cos.ft, 008.1/=— coa.o, iin.6'=siD.i, 

sin.c' =sin.c, cos. A' = cos.A. 
Substituant donc, on obtient 

R' COS. Il = It cos.ftcos c+sin. b sÎd, c co». A. 



On aura donc 

R' cos.a'^Bcog.fi'eM.c+stn.eBn.^cos.CAB. 
Hais cos.if= — 009.6, dn.fi'=sln.6, i»s.a'= — cos.a, 

COS-CAB:: — COS.A. 



Bc03.6 COS. e Bcos.Acos.c 




Soit supposé A>VO, 
e > OD. Ces cAlés 
ftant plongés Jns- 

qu'aleornouvetleren- 
contre en A', la for- 
' mule précédente s'ap- 
pilque au trlnjigle 
BA'C, dans lequel b' 
et c* sont moindres 
que 90°; on aura donc 




Soit supposé 6>-90, 
,, c<;9Di prolongeant les 
/ cûiÉs K, fi jusqu'à leur 
rencontre en C, la;f|i>^ 
, innIflpKfinitMfl.fnAvJlw- 
dra an triuigle BCA. 



S34 nllDLUTIOK DBS TStjtnGLtl 



Ott sdoDclea farmuln 

i eUes servait itronw la troUàme 
t)'=^-t-fi-~aae^^-t} cAié d'un Mangte, conoalnaut 
. L (l«ax cAléi «t l'angle «HDprb. 

Résolues par rapport aux angles qa'( 



J elles KrvcDt, oonufisant In 

p-) °g^— — trais cdtés «l'BQ triangle, i cal- 

" „ . i cuhr ses troh angles. 

CW.C o'+f—c \ " 

B ~ 3o6 '/ 
De ces forraulea, dont chaque grau|)u renferme les six élcmenls 
da triangle, oo peut déduire tes formules qui convleauent à tons 
les cas de résolution , en éliminant entre elles deux de leurs élé- 
ments. 

Ces âlmlnaOons ne pouvant s'effectuer per les mâhodeada pre- 
mier degré, on va employer des procédés parUenlIers. 

En élevant au carré les deux membres de l'éqnatlon (>}, on 
obtient 

tos,' A __ b' ■+ c'+ a' + tbv — ib'a' — aca' 



■isOLUTIOIl D» TK»N0U1 S3S 

SobilItuaiitdODe, on aura 

— R'ciu>a= — Bcos.6 cose — Bln.6 siD.« cos. A ; 
et, cbangeant les ifgnes de ton» les lemies, m retroara la (brmnlc 
prlmilfTe 

N'ébnt devenoe générale qu'en y Introdalsant 1» tigats dc^ 
ligne* trIgonométrIqDes, cette formale ne derra donc être nUIlaéc 
qu'en y prenont cette précaution. 

i'Àlc convient au cas ou l'un des c6téii b par exemple, est éf^al 
6, 30°, puisqu'i^lle est vraie pour b<,W}, ft>-90, quelle que aoft 
la dtrréreDCC entre b et 90°. 
On h donc les formules 

(i) B'co«.a=BcM.ft eos.c+^D.fr slD.e cos.A, 
(l*) R* COS. 6 =B eos. s coi. e + sln.s sin. « coi. B. 
(t^ E*Gos.e=Rtos.acos.A+sin.arin.frcai.C. 
Kles lerveiit & traOTer le traUème côté d'un trinngte, connais- 
sant deni cdtés et l'angle comprit. 

Béaolaei par rapport box angles qu'elles renferment, elles 
donnent 

COS. A Rcoa.a — coa.6 coa.c 

' ' R sin. b siD. c ' El les serrent, eonnais- 

■ COS. B _ Rcos.d — cQs.a cos.e sant les ^to cMéa d'un 
' ' B "~ aia.atàa.e * triangle , A caleoler, ses 

os.C a cos.e — cos.rt cog.fl trois angles. 

sin.a sln.A 

Od peut de ces formules, dont chaque groupe renferme Ipi (ii 
éléments dn triangle, déduire celles qui conviennent à tons les cas 
de résolution , en éliminant entre elles denx Hé» éléments qu'elles 
contiennent. 

Ces éliminations ne pouvant généralement s'effleetaer par les mé- 
thodes dn premier degré, on soimdes procédés parUculien. 
En élevant an carré les denx membres de l'éqnatlon (9), on 



(2-1- 



gin.' b sln.'i 
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remplaçnnE — gj— par sa valenr 1 Bî~' tHUispOiwt 

etwilte l'Hoilé, 

aln.' A 6*+C+fl' — 7b'a' — ^e'a' 

~ V =~— ' JSv " 
réduisant l'unité an même dénominateur que la Traction qui 
l'accompagne, eomMtumt les tennes semblaUes et changeant tea 
afgnea des deux membres, on obtient 

rip.^ A _ — fi' — e* — a' + ibv + aft'g' + afa' . 
B- ~ 4ù'e' ' 

el si on divise les deus membres par a', 

aln.' A — -i' — c'— a' + afi'C-t-afi^' + aeW 

51 on effsetuall les mêmes traDstnrraaUoiu sur In fiirmala (l*), 
eommeellewdédaltde celle (l), en changeant les fi w a, et réel- 
|l^MlneIneIlt, on aorait, en appliquant cette observation ao résultat 

sIn.'B _ — fi' — C — 6' -+■ îa'C + ia'fi* + ie 'b' 

Les seconds membres étant Identiques , les premiers membres 



lln.'A sin.'B . 
R'a' ~" H'ù' ' 
en simpllllant et mettant bous forme de proportion, on obtient 
sin.A : sId.B :: a : b. 
Elle est générale, comme déduite de Tormutes g^néi'ale.1 elles- 
mêmes. 
On a donc la nouvelle série 

/ Lo^qa^ duuan IrliDi^e, od connaJI dcn 

(î) Bin.A:»ln,B::a:6.l'*"»"ii'"Bi«<»p(«*' 



(rj s 



■■uik oppoii k l'autn; (t «urt , 
j«ODii*ia»l daoi ngla et la clU «ppotf k 
(>") stn.B: riD.C :: fi : e.lrm vm. m ramM n tùu ma^ * 
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Uttailipui. 

Une fonnale reDferraanl deiii nngles et les côtés non opposés 
serstt sansntUlté par suite delà relation A+B + C= IB0°, qui 
bit eoDDOltre Immédlatoinent le troisième angle d'un triangle, lors- 
que les deux premiers sont donnés. 



milOLuiioa su timhslii m 

Il bnt actaelleRKDl chercher nne forraule renferment deax an- 
gles et deax cAléi non opposés. Il sufttra, pour atteindre ce résul- 
tat, d'éUmliier e, perexonple, entre les formates (i] et (i"). 

Or, a entrant dani (!) h la fols par md alnnc et son eo^Qoi, on 
eomnencera par éliminer eu. e, en snbstltoantdtiitll) lAmenr 
Urée de(i'^; ee<|al donnera, en effectnant la mnitipitcatlon et 
chassant le dénomtoaleur, 

B^eos.assR'cos. a, coi.'A + B eos.& ain. a sln.6 cos. C 

-l-R'riD.diln. ecos.A; 
remplaçant COS.' b par B> — sln.*6,'etenbetnaDt ; 
B4 COS. a = B'cDS. a — R-nn. a sln.'6-t-aeai.&riD.ailn.AoM.C 

+ B', sin. 6 Ha. e en. A ; 
limpIfQant et transposant, 

R'cos,aaIn.>A=Rcos,6siD.adn.Acos.C-t-B*iin.Aila.eo<M.A; 
divisant tom les tenues par R lin 6 , 

Bcos.a sIn. b —. cos. b siu. a cos, C -(-B sln. e cos. A; 
•t divisant tons les termes por sin. a , 

—, siD. 6 = eos. 6 COS. C 4" R — ™s. A , 

stn.a sln.a 

ou cot.a »in.6=rcos.ft co3,C-(-rV— COS'-^- 
si", a 

11 reste i éliminer sîn.c; et, à cet effet, on remplace j~ 
par la valenr ^ , tirée do la formalc (S'), ce qui donne enûn 
col. a ^n. b = cos. b cos. C + sin. C cot. A. 
Cette forraaie s'énonce ainsi : 

Le produit de ta cotangente d'nn côté , par le sinus d'un secondi 
e6té, ut égal au produit de ce second cAlé par le cosinus de l'angle 
coraptia, augmenté da produit dn sinus de cet ai^le par la cNan- 
gente de l'angle opposé au premier c6lÉ. 
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Les tiris aaglM étant donoéa, calcnler Im trois cAUs. 

Ces (tonnéea ne nifflHDt pas pour déterminer tin trianiilc, pub 
que ton! let triangles Kmblablei les renferment. 

Lw eôtéi restant donc indétwmlnés ; leurs rnpports seuls sont 
connu on Du^en des ftmnales lin-A : stn.C :: a:c,^. 

Les tonmlm qd pt<cèdetit rtpondent h tons les cas de résoln- 
Uoii dM triaiiglcs recUlignei qaeleonquea. 

Formulei dw triangles netangtes déduites des précédentes. 

Posant dans les formules troQvées précédemment A = 00°, elles 
deviennent 

B : sin.B a:b. 
On avaltd^à B : coa.B ::a:e. 
IMTbaDl ces deux fonnnlet mambre à membre , 

R: tang.B :: 
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ElledoDiic tlin ans dx permntatlwii Milvantca; 



b COS.C+dD.C COt.A.I>tr l'anfile \o'U> 

coa. B + Bln.B cot.A.T 



cot. b sln.a=CDs.a on. C+tin.C cot. B. luigiaeth cdte op- 
cot.6 siD.e=cos.c cos.A+iin.A cot.B. i™* * '"nn 
00I.C ilB.a=oiï.o cos.B+«In.B cot.C. J^'Tj^tiMM" 
eat.e atii. bt=eot.b tôt. A + lia, K cot.C. gLa. 



.r.-\o(l*, 

Êiant donirii Us trois an^n, tnmver Im trab oSUi. 

Od Mit qn'cD nommant kW, C> flf , V> les élémenti du 
triangle supplémentaire, connatonDt A, B, C , on ann , par leurs 
snppKnKDts, a', 6', c'. On pourra donc, par les fonnalci (s), cal- 
cnl« A', B', C, dont les suppléments seront tt,b,e. 

En transportant d'ailleurs cette propriété dans la formu[e(l), elle 
devient (S) B' cos. A = — R cos. B ces. C 4- tia. B sfn. C «m. A. 

Les formules qui pricèdsDl, et la propriété dn triangle «ipplé- 
mentalre, répondent à tous let CHs âe résointlon des triangles sphé- 
riqacs quelconques. 

Formules t^plietMet aux trianglet tphMguet rtclmgks, 
dédvUet det prieéâmUt, 

Posant dans (1) A = 00°, elle devient 

B eut. a = COS. b cos. e. 
Posant dons (3) A= qd°, elle devient 

BcOT. n — cog.ft coi.c 

siD.«sin.c ' 

ou In précédente. 
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Trat^farmatioiu dei formules. 

Dans lei formules iToavées pNcédemmeat pour les tiioiiglea 
quelconqaec, la formule A-t-B + C = 180° iwnéeetsltB pas l'em- 
ploi dea logarithmes. 

La formule (S) est eous furroe convenable pour que les loga- 
rithmes s'y appliquent immédfalenienl. 

Les formules (I ) et (2) ont besoin d'Clrc Ira us formées puiir deve- 
nir ulilUatjles. 

L'emploi des lugarithmes exige des expressions sous furmes 
de produits. Ou n'a, pour obtenir les méthodes de traosfonnation, 
d'antre restource élémentaire que de ramener les résuilats actuel» 
a mprimer jei dlfféreacea de carrés. 
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Posant dans (>) A =s B0<*, «Ile davient 

H :aln.B :: stD,a:tbi.&. 
n ; tin. C :: tin-a ; tân.c. 
Posant dam (4} A = 00. elle devient 

cot. a sln. 6= COS. 6 C09.G. 
cot.H sin.o=T COS. c COS. B. 
cot.È sin.c = acoLB. 
cot. e «în.6=Hcot.C 
En erretgSlâans U>Gos.a = B cos. A eoi.«+sln. 6 iln-e cot. A', 
on fuit A = eo", elle donue Iroraédlatemeot 
RcDB.a = aia.ft tto.e, 
le tome lia. b sin. 0 et». A s'uiéantinant, ptriiqae cos. A = 0. 

LaRmnnJe lin. A : aln. B :: liD.ii : ain^ft 
donne îmmédlatemeQt 

R : lin. B :: iIdjO : iln. A. 
La formule col. a lin.&^cos.fr roi.C+sIn. C cot. A devient 

COS. 6 „ . COS.C 
cot.a = ^j^ co».C = cot.ft-|j-i 

on & : COS. C :: cot.6 : cot. a :: tang, a : tatig.6. 

En posant dans les rormules (5), A = 90", on obLendrait les 
formules (6) et (6) des triangles rectangleB. 



ÏVon^oTMoHiMU de» formules. 

Dans les fonnales tronrées poar les triangles aphériqoet quel- 
conques, celle (3] SB préiente aenle sons la forme convenable pour 
l'emploi des logarithmes. 

Celles (I), (I], (4) ont benia de modiScatloi». 

L'emploi des logarithmes exigeant des expreitloni sons forme 
de produits, on devra cherchn à ramener les formoles trouvies i 
des sommes on différences de tinus ou de coilnns. unis réwiltati 
que la trigonométrie apprenne ft transformer en facteurs. 



ucounian e 



Tyantjormation de la formule 



B ~ 26c 
Le namérateor da second membre serait le dirrér«Qce d« dens 
carrés, s'il reoFermait î6c, terme qui est précisément le déncnnl- 
nateur. L'introdulsint doDC en plus et en moins ponr DS pu 
chuger la taleur du deuxième membre, on obtient ^ 
cps.A i'+c-fi&c— a*— aftfl (6-t-c)*— If 
R ~ Sftc ""îiï '■ 

Hemplaçant par ta valeur contenant — 1, on obUent 



Ea groupant les termes lf-\-e' 



et remplaçant — ~ par celle de ses valeurs fonction de +1, on a 



Trm^onnaliott de la formule 
ces. A Bcos.a_cos.6 cos.c 



Le DomérateuT dn second membre serait la dilHnncL' de deux 
coatains, rïl mCtniialt te terme do. b iln. e, qt\ eonstitae nn 
dénominateDr. L'introduisant donc en plni et en m<dns ponr lats- 
ser Kib^r l'égaKté, on obtteal 
COS. A _. Bcos a— cos.6co3.c+Hn. b gln.c— iln.i sin.o 
R sinù ain. c 

_ Rcos.o— Bcog.(ft4-fl) 
~ ail ' 

ran^Bçain 

,A 

R" sin. b titt. 0 ' 

^pllflant, et rempraçant dans le second membre le numératenr, 
dlOérenee des cosinus de deux arcs, par le produit éqDiTalent , et 
ntrayant les racines des deux membres, 

R —y sln.fislii. c 

Eb groupant dans le numérateur les termes 

— C0S.6CDS.C— ain. b sin. e, 
COS. A Bco5.tt— Bg03.(6— 0 . .. 



on obtient 

Sain.'^ 
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En dlviniit nwmbre i membre lei fbrmala {)) et [S], on obtleot 
la nouTclle (bnnuto 

A 

Afln de rïudra les formules précédentes plus faciles à retenir, et 
d'Établir la relation qui sert à cumpujicr tes fiicleura sooi les ra- 
dicaux, on fosea+b + c='ip. En retranchant soGceitiremeiit 
aux deux membres 3a, 3b, 3c, et slmpliflont, on trouve . 
o+6-e=3[p~o), o+c— 6 = ï{p— 6), 
a = 3(p-a). 

Sabstltnant ces notations dons les formules précédente, elles de- 
viennent : 

(3) -g— „V p.(p-a) 
p exprimant, d'après le notation admises; le demi -përim Être. 
Elles s'énoncent ainsi : 

Pour obtenir le cosinos de la moitié d'un angle sor le rayon , 
il fàut retrancher du demi-périmètre le côté opposé à l'angle, mul- 
tiplier ce reste par le demi-périmètre, diviser ce résultat pnr le 
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et enfln. 




En diTluDt membre à membre les fbrmales(9) et (t), on 
obtient 



Od a rendu ces formates plus facilei à retenir par la notation 
it^b-{-e=lSf qai permet d'établir de quelle manière les arcs 
sons les radlcani se déduisent du demi-périmètre ; car, en re- 
trancbant succenlvement des deux membres de la relation pré- 
cédente 3a, 3b, », on obtient 

b+e-a <i-\-b-c a + j 

Sobstitoant alors dans les fbnnniei précédealH, elles devIenneDt 




A 




A 



W p - V 8in.6si„;,- 

A 

^ » _ ■ / Bln.(S-ft) ain.lS--c) 
R sln.S iln.[S— 0)' 
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produit des cOtés qui comprennent l'angle, et extraire la racine 
cairieâeoe qnotlenl. 

Ponr obtenir le rapport aa rayon da sinus de U moitié d'on 
angle, il font retrancher saccessivement do deml-jtérhnètre diaenn 
des cAléi de l'angle, faire le produit de ces deux Netes, le diviser 
par le produit des c&téi de l'angle, et extraire la radne eanée de ce 
quotient. 

La troMime s'àunce d'une manlèra analogue. 

Quatre logarithmes suffisent ponr l'emplcd de diacnne de ces 



Si Ton dcdt cependant calculer les trois angles d'un triangle, 
U formule (S) sen b plus avantaigease, parce que les quatre 
mêmes Ingarlthmes nfOsent, alonqne les AinnilM(i) et (a) en 



T^fim/ormaUm de a*=lA-H e* — 3tecM.||> 

. .A 

Afin d'Isoler 96e, on lemplaee —|^ parsa valeur — 1} 

.A 

ou obtient a'=b'-i-c'+7be—4bc — 
cos ■ — 

RepréseotanI 4be ^ par m', notation lldle, puisque 

.A A 
COS.' -j «os.'— 
4be - g— est le prodidt de ^ par le nombre abstrait — > 
la formule devieol a'ss (A+e)' — m'; 
etenOn a=\y(b +e+m] {b-{-«~n) , 
m étant donné par la relation 



ïcos-x / — 
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Les éDoncis de ces principes ne sont, mnime en recUligne, que 
In traductloiu des formules; et les observatloos sarle nombn 
des li^rlihme» qu'exige leur «mploi suit les ménea. 



Transformation de la formulé 
R'cos. a = R COS. b cos.c + sin. 6 sln. c eus. A. 

A la Simple Inspection du second membre, on y reconnut la 
présence d'un développement du slnu3 ou cosiaos iJ'unc somme 
on différence d'arcs, dans les facteurs cos. Acos.c et Bin. b siti.c; 
posant donc tin. 6ccw. A=gim.6 tang.f, 

. , tang. b COS. A 
d'où tangip = — S-jj > 

iQpothèie qui asssre l'existence de l'arc auxiliaire f, parce qn'uu 
tangente passe par tous les états de grandeur et de signe, od enra 
A*C0«.a=itcos.6 C08. e + cos. 6 sln. e tang.f 
= COS. 6 (R COS. c + sin. e tang. f), 

et rem^açant taog. f par sa valeur ^^'^ > 
R'eos.a=coi. 6 (Rcos.e + Rsln. c 



= cos 6^— 
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Calculable elle-même à l'aide des logiritbmes, elle a en ponr 
rfTet lie sëpnrer en deux autrei In formate, qnt a'eat itlors pré- 
sentée sous la forme de la différence de deux carréi. 



On voit que par cette forniDle on obtient le trolstème cAté d'an 
triangle dans leqnel deax eAléi et l'angle comprit «ml donnés. 



li tt'exitte pat en rectll^e de fonnnh analogoe. 
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L'esprit de tn méthode est tout entier dans celte observation. 
On ne peut introduire un arc auxiliaire que par sa tangente ou sa 
cotangente, afio d'ëlre assuré de son existence; et on remplace tm 
prodDlt de deux fiieteuni par nn produit de deux autres (actenn, 
dont l'oD existe déjà dani te terme noo niodlflé. 

Od rolt qoe la brmale primitive, 

B'COT. a=Rera. ficos. c+sin. b sin.c cos. A, 
a Été remplacée par cet deux autres : 



qu'on doit utiliser dant l'ordre où telles se présentent, c'est-à-dire 
calculer d'abord f par la première relallon en fonction des don- 
nées 6 et A , et , une fois ip connu, calculer a par la seconde re- 

Par celte formule on enkule donc le troisième cAlé d'un trian- 
gle dam lequel deux cAtés et l'angle compris sont connot. 

Transformaiiit.i de la formule 
cot. a Bln.ù = COS. b cos. -l-sin. C cot. A. 

En remarquant que dans celle formule cha(iue terme n'estcom- 
poié que dedeux fhcteurs, au lieu de trois qu'avalent les termes 
de la précédente, on cet conduit, pour introduire nn anxillalre 
doni le Gslcnl, fc poser 



birmule qui servira à caknier l'anslll^f. En inbitltaant, ou 
obtient 

cot. a slD. 6 = COI. A eos.C+slu. C coi. 6 




cot A = 



i.t tang. y 
B ' 



> „ 1 . Rcot-A. 
■t doù tang y = tas ^ ' 




V.~titm.h.lM. 
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Lon(pie,«oiiBatanit6,oatAtODaca1eiiléa,i1 rataKimn- 
nittre ht dem aaglei B cl C. On peut les trotner ea l'sppoyaot 
■Dr <t; mail 11 exMe de* Ibnnalei, dues i Néper, qui permettent 

dcealcolerdiractement et 



bisolution tas ntAncLw 



et reoplataiit par sa vnlcur i 

. / „ sln.C BlD.»\ 
cot a = CM. » {aa. C H ^^f ^J 

ou rat.arin.b ==RoM.6coa ( C — y ) < 

C0S.9 ■' 

et enfin (A) cM. a = col. ù coa . (^^) ' 

SI on aTBlt iteln la fonnule primitive par rapport A eat. Ai 
on aurait en eut Aite.C=cot. atàn.b — cm. 6 cm. C, 

«t pMBBt 00t. a = CM. C - yJ ^ 

ait.Aalii.C= g-i CM.&CH.C 

siu.CV COS. ç y 

etenlUii cot.A = — ^ cos. (b+f). 

n de la fiinnDie (A) on déduit la valeur de cm.(G— f],OB 

Formule qui sert à ealcider C< conutacant a, i et A. 
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Atialoffiet rf« Néper, 

Gonnoluaut b, e. A, calculer B et C. 

La formule A ■-hB-t-C= ISO tlomu' immi-iliolement 

B + C = lKir— A: 

B + C „ A 
donc —^ = 90" — -- 

On pant calenler lang. —y— ' car on a 

<)iHie b-^tib — a:: siii.fi--(-sIa.C : sin. B — sin.C. 
SUi on a naà ■ 

rtn.B+slii.C:sln.B— sin.C ::tanB.f~^^ : tang.^^-^^. 
et à cause du rapport uomniuu, 

B+C B— C 

64-c : 6 — c .: tang. : lang. — — 

Les trois premiers termes étimt coonus. Il sera possible de d£- 

dnlre de œlte propoitlOD la Toleor de 

La somme des yaleqrs de ^^ ■■ J" ) fera connaître B ; 

Isnr diffiâreim donnera C. 




On trouve de même 
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Dans ce cas, la somme des trois angles aingl calculée sera toa- 
Joun égale à 90°, Ion même qae les sogles B et C seraloit idbI 
délermlnéi, puisqu'on a mrovâ B+Cetactement. Cette additk» 
at nnrait drôc servir de Tériflflotfam. 



On aaralt pu obtenir les Diialagîes qui préeideut, «uus'op-' 
pojier snrla Ibrinnie aaxiUairai en nimit la lurebe Indiquée d- 
eonlte. 



TabletM eompitl dei fom\UnJlnaleî. 

Chaque Ibrmule est accompaynée de plusiears analogues, appli- 
quée! aux divers éléments du xatmt triangle. Ce tableau n'en 
coDtleDt qu'une de chaque espèce. 

Elk sert à calcnler un demi-angle d'un triangle dont les trois 
cMés tout connu. 




(HAne obiemtlrai qu*eo netiligiie). 
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149 StoLtmOR DU TBIAUOLEl 

Ella xervent à calculer \f. troisième cûté d'un triangle, con- 
naissant deai côtés et l'angle compris. 

b + c : b~—c tang, : lang. ^"'' i B + C = iso"— A. 

Elles servent ù calculer In demi-diffcreiice et la demi-sommp 
de dSDX angles d'un triangle dans lequel on connaît le troisième 
angle et iei cAtés qui le comprennent 

du. A : ein, 6 : : a : 

Elle Krlieonnaltsaiitdnix angles et le cAtéopposéil'an d'eux, 
à CBleoler le cAté apçatè k l'autre ; 

Et BDul, oonnalssant deux cdtés et l'angle opposé à l'an d'eux , 
à calculer Tangle opposé A l'autre. 

A + B-+-C = I80». 

Elle sert, eonnalstaiit deux des angles d'un triangle, à calculer 
le troWtme. 
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Elles m-vent à calonler le trolslëine Edté d'an triangle, vannais- 
sonl les deux antres eAtfi et l'angle compris. 



/B + C\ 



EIIm servent à cutciikr la demi-somme «I de Ja deml-dlfHMoee 
de deux des angles d'un irlangle, connaissant le tmttlème et les 
cAtés qni le comprennent. 



sia, A : sin.B :: sln.s : s1a.6. 
CoDnabsaDt denx angles et le côté opposé à l'un d'etu, elle sert 
i ealcolerle cùté opposé à l'autre; et aussi, connnissant deux ebtÉs 
et l'angle oppo^fj à l'un à'eux, à calculer le ciMf opposé i l'antre. 

Rcot. A cot.6 ,„ . 

""'K-î=--^si:7r' cot.« = ^-5i^ «)s.(C-ç)- 

Elles servent, connaissant deux angles A et C , et le côlé adja- 
cent A, il ealcnier nn des autres cAt^s. 

RcotA „ , cotacnB.« 

*'"«''=-;5rF' "m-(c-t)= 

Elles servent, connaissant deux eûtes a, b, et l'angle A opposé 

il l'un d'eus, a cnlculcr l'angir C non opposé ii l'autre. 

TouH leï nutrcs eus si: ivsolvi^nt à rnidn de la propriété da 
(rian(;le supplémentaire et des Turniules prùeédentes. 
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nËSOLUTIOH DïS TtiuniiLU 



Application du iogarUhmei mai/ormuleÊ (nuvétt. 
En prenant les logarlthmei des deux membrei de la formula 

on obtient 

A , log.p+log-(p— a)+cMog.6+c'log.c— iO 
log. COS. -=iOH j » 

et en simplifiant, 

log 008. * _ P"l rl ??- iy— 0)+°' 'og-ft+c' 'og- g 

C«tte foroiDle donnant l'angle par n molUé, le résultat aigu 
dMiné par la table cooTtent loqjoun. 



On'obtiait, en painnt anx logarithmes. 



l0g.M=IOg-3+IOg-C'K'^ 

log. {b+e+m]-i-\ae.(b+e—m) 
)i«.a= J 5 S 

Leftctenr [b+e — n] eot touloiirs podtir, ce qui Tait que le 
raffleal n'est Jamois imaginaire. En effet, ei) sabstiinant dans i» à 
A 

--_,,v,i,^,^ ^-^ V — Tj;;: — ' 

onlrouve ,„ = j /(i±£»^V'- - 1/ M^T^^' • 

Or, la quantité soumise au radical est moindre que 
donclavalenTdemaousIeradicalexpressIonde a est moindre que 



RÉIOLUTION DES TR■*^GI.E» 351 

A^Uealia» dtt logartthmet muefomulm trouvé»*. 
En prenant les logarithmes de» drax membres de ia -fornitilc 

î sin.Èsin. c 

^ ^ iL._^^ j lcg.«ln.B+km.«lii.(S-ii)+clt<.iiii.ft+e'hig-tlii-e-M , 

etUmpliflant, 

Celle bnnnle bit «mnaltre l'angte A pur sa mottlé, etacnlfelle- 
meat iuoliidreque90'';le râaaltatreotérmédanB I&taMeconvieut 



langr =laDe. b co». a = cas. (<■—?). 

Il but cmnmencer par apidiqncr à (aog. 6 et coi. A les sign» 
qai lenr çaoTienneDt, d'après l'esptee connue des arcs b ut A. On 
eoDDaltra par là le sigae de toag.f , et, par suite, l'espère de cet 
auxiliaire. Od le calculera alon par la formule 

log. tBDg. ip = log. tang.A + log.coï.A — fO. 

11 fbudra également, daiis la seconde , attribuer à chaque bc- 
tuir son signe, délermlné dn momeot oà? est calculé, poorcon- 
Dtltre i'espice de a par le signe qae preadra cas. a. 
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6+.:»-c::„.g.(?±î):„„S.(!L=£ 
B+C . A 

B+C B— C 
~- « — j— étant àa a 

90% IM tangentes HDt posWres, et l'on a 

log.t«ng.(^) =loB.(6-«} + Iog.t«ng.(£±^) 

+c*k>g.(6+(^ — 10. 

Conoaisunt — 8t "j"' 
féreuce C, 



■iMLinioM E 



B - C A ( a ) 

Le facteur col. ^ est eneoUelleiiieiit poritif, A étant plus p«- 
b~û 

tit que 180"; COS. est toujours positif, 6 — e étant néce»- 

talrement moindre que 180°; coa. ^" "^" ^ a un signe qui dépend 
des valeurs de 6 et de c- On soit donc, avant tout calcul par \oga~ 
rithme, quel est te signe de tang. ^ i et, pnr suite, ou ne peut 

se tromper dans tei tables sur la valeur de ^'"^ ^ - est 
d'alllenn essentiel lement alp, chacun des angles B et C cinnt 
moindre que 180°. 

La nature des arcs étant donc déterminée par ces considéra- 
lions, on procède à leur calcul par logarithines â l'aide Ûes tor- 
mulei 

r„.i.ng. (î±?)=,.(,,.„,. i+Uf. c..,(^7-') 



log. tang, -■ lûg. col. ^ 4-lu!;. sin. {^-^) 



m, leur somme fournira B, leur 
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3&4 lÛOLDTIOH OIS T%UW*IM 



TOEKIim QUI SB DËROIEHT A LA HtCLE DES «OIB. 

Triangle» netançUs. B ; sln, B : : a : & 
THangfn fNtfCoiiTWf . rin. À : Un. B :: a : 6. 

Étant donnâi «, fr, A, on a rin. B =s '^''^^ " 

L'angle B étant trouvé par nu dnns, on ignore s'il hiA prendre 
l'angle tonral par tes tables on son supplément. 

L'angle donné A peut être algn on obtus. 

l" CBS. A aigu. Dana wtte hypothèse principale, on trouTe 
cnem trois cas paTtlGuMers, sBTdr: a>6, a<,b, a = b. 



K^SOLUTION DES TBUNOLBI 3SS 

SI, an Ilea d'employer le triangle supplémentaire b la réwtulion 
de cerlalDS cas, on avait cherché les Tormules spéelales qui leur 
correipoDdeDt, elles eussent été, alnon Ita mima que les précé- 
dentei, au aïoios analt^o, ht angles m aobsllloant d'alllenra 
aux cAtéa, et rëclproqnemf nt Elles se traiterai»! donc corome les 
pr£cédenl«. 

Ditctuiton. 

On vient de faire usage des signes avant toute appllcallon 
des logarithmes , afin de déterminer l'espèce de l'élément clierché, 
et de ne pas confondre dans le résultat l'Inconiine et son sopplé- 

Hais 11 y a dts formules qui se dérobent A celte règle. Toutes 
celles qui mitanneDt des sinns toujours posiUh pour les angles 
aussi bien algns qn'obtiu, sont dans ce os. 



FORiiULts QUI ss nfiaoBENT a r.n Rtrjj. tiEs stgnfs. 

I R : sin. B : : sln. a : sin. b. 
Triangle* nelangUt, (B :taag.B:: tàa. e : tang. b. 

(ll:caB. 6::BiD.C:eaa.8. 

Ttianglet queleonques. A : ^.B :: aln. a : sin. (. 

Soient donnés A, a, b. Il se présente trois bypothtses princi- 
pales: 

'i' cas. A obtus. 
3' CBS. A droit. 

i^eas. A étant aign, on peut avdr o<6, 0 = 6, o>6. 
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3fiR BGIOLUTION DES TIllAnnLBS 

1" bypotliftw. a>b, A aiga. 

Après avoir construit 
l'angle A Ugn dooné, si on 
prend sur on de ses cAtés 
^ Indjfluls AG ëgil a la n- 

lenr donnée 6; Il n'y a plos, 
pour achever la eonslruc- 

_ lion du trranglc, qu'il «iti- 

duiredupoiiitC une oblique 
égnie à a; ce qu'on exécn- 
Icra en décrivant du poinlC 
comme centre, avec a pour rayon, un arc qui coopéra la droite !n- 
déllnie AA' en deun points. 

Or, El l'on conçoit la perpendiculaire CU abaissée du point G sur 
AA'i Ica ligne* s et 6 lecoDt deux oblhpieB; et celle a étant ploa 
grande que celle b, dem avoir mi pied pliu Soigné do point H 
que ne l'est le point A. 

Le point B seul conviendra donc an problème, et, par suite, Il 
snra poorMluHon le tilai^le unique ACB, dans lequel l'angle Best 
tiga. 

hypothèse. a<6; Aaign. 
Efrcctiiant dans ce css des constructions en tout analogues 
aux pri'cC'deotes, l'oblique a étant moindre que b, son pied devra 
s'icarler de celui de la perpendiculaire d'une distance moindre 
que AH- 

Lfs deux points d'In- 
tersection de fare décrit 
du point C comme centre, 
avec a pour rayon , su- 
eront donc une situation 
telle qoe B et B', qui, Joints 
an point C, fomnluent 
denx trisDgles ACB, ACB, qui répandent élément aux données. 
Alon les denx angles ABC, AB'C, supplémentaires l'an de l'antre, 





■ilOLintlOK DIS TBIAHOLtia 



l" hypolhèse. A<00°. a<ib. 




Après avoir coiutruit hd 
oDgle aphérique aiga A , et 
prohniBé sas cdlés Jusqu'à 
leur nonvelle mcontre en 
A' , on porte sur l'arc supé- 
rieur 00 arc ACégal à 6, 



qu'on poum sii(i|)osi'i- soil moindre que uo", boit plus gninJ, soit 

Un arc abaissé perpcodicuiairerociit tiu point Csur l'nrc lofcricur 
AA', tombera, dans cette première h.vpolhùse, plus près de A que 
iù A', l'oblique CA étant rooiudre que CA', et l'arc perpendiculaire 
Ijl-mémo moindre que 90°, comme cinnt de l'espèce de l'aogle A. 

Pour placer sur la figure, à partir du point C, une oblique égale 
à a, comme elle devra l'écarler moins que b du pied de ta perpen- 
diculaire, elle pourra occuper simultanément les deux posItloDS 
CB, CB'. Il y aura donc deux solutions, et l'augle aigu B, fourni 
par [a table, ainsi que son supplément, convleadront. 

Si a avait été donné plus grand que b, l'arc a n'aurait pu se 
placer entre la perpendiculaire et b; il aurait dooc occupé une 
positloD telle que CB" entre la perpeDdlcolalre et CA'. Far suite , 
l'BDgle CD B* eût été aigu, comme opposé dans on triangle reclODgle 
BU cAté CH atgn. 

Le triangle eût donc été Impossible dans l'hypothèse a > CA', 
ou que le Eupplément de b. 

Snns être obligé de discuter tous les cas, Il sufBt de donner un 
certain nombre d'exemples , poUr constater que le ralBOnnemeot 
précédent conduit toujours Infailliblement i la sololion. 

Soit A = 56°; 6= 10!°; 0 = 88°, 

L'are perpendiculaire CH 




sera de même espèceque A, ou 
Higu; son pied se rapprochera 
donc davantage de A' <[ue 
de A, puisque CA' est bmào- 
dre que CA. 



n.-ciM. tu*. 
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fourainent les deux foloUons également conveiiBblea. C'est par 
cette raison qu'art a dannd A m eu de rétolattoa le nom de cas 

doutïUT. 
3' hj'polhtse. 0 = 6, A aigu. 

Lb formule est inutile dans ce cas, l'faypolbèie a = fiaitral- 

iiant II = A. 

a* cas, A obtus. 

Id, In principes de la géométrle/léiiKntalre apprennent que B 
est alga , paUqu'an triangle reetlllgne na peut avoir qu'un de ses 
aogld uiinu. 
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L"arc a ne poarra se plncar enlre CH et CA', mais bien entre Cil 
et CA, dans une position teliu que CU. 11 n'y aura donc qu'une 
Hoiatioa, et l'angle cherché ABC sera obtos, car il est le supplé- 
ment de CBk' Vga, comme opposé, dans le triangle EphérJqoe 
rectangle CBH, bl'aro aJga CH. 

Soit A= loa"; 6=76"; o=7a'. 



L'arc perpendictilaire 
abaissé du point G sera 
de l'espèce de l'angle A 

Il se rapprocliera donc 
davantage de CA' que de 
CA , et sera le plus Itmg 
ctiemin du point C à tout 
point de l'are inférieur. 

L'oblique a devra Être moindre que ô , ne pourra donc se pla- 
cer lar la lignre, puisque son pied devrait être plus éloigné que 
HA de celai H de la perpendiculaire : le triangle est donc impos- 
sible. Le tableau suivntit rcnferrui: U'S résulbls pour tenta les Iiy- 
poQièses des deux premiers ca?. 




0 aolDiiips. 

1 MiluUon.Biiga tla<l*0>— ft. 
inhiltaiu Ûo> tvf—b. 



lia < IBO*— ». 
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Soit A = . 

CA est l'arc perpendlCDlalre. Ill 
ESl plus petit qae tout are obli- 
que, pDisqu'il est moindre qtte 
\90° par hypothèse. On ne peut 
■*^donc, sur la figure, placer au- 
oblique partant du 
pointe, et égal à 80°; le problème est doue Imposable. 
Soit A = »0''; 6 = 64"; 0 = 73°. 

CA est l'arc perpendlcnlaire 
moindre que 90°, et, par suite, 
que tout arc oblique. 
Tout arc partant du point C , 
^' et eitaé entre CA et CA', sera 
pltu grand qae CA. L'aie CB 
pottrra doDc se plactr sur la flgare, et l'angle B sera algtL 
Soit A = BO'i ft = 90''; 0=83°. 

L'angle A étant de 
90°, et l'arc ACde90°, 
le point C est le pâle 
l'arc inférieur AA'. 
)>j IlD'estdoncpaj pos- 
sible dé tracer d'arcob I i - 
que partant du point C. 
Le problème ne serait 
donc possible qa'aDlant que a serait égal lui-même à B0°. Dans 
ce cas, le nombre des solutions est indéfini, et les triangles, tels que 
CBA. CB'A, trouvés en l'absence de toute formule , satisfont; Us 
ont tous l'angle B = 90°, et l'angle C arbitraire a le même degré 
que l'arc e qui lui sert de mesure. 

Les exemples qui précèdent ftnt «w'r le genre de raisonnement ù 
appliquer poor ropplêor à l'InsufOsance des dgnes, et déterminer 
l'etptee de l'élément cherché. 
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APPUGATIONS NUMÉRIQUES. 



EÉSOLUTION DUS THIAKGLE BECTUJGME QUELCOHQUE. 



Soient donnit a=)4ie,3, 
&=3ST4,e, 
0 = 3143,4, 
c'ral-à-dtra, lestri^eAtà. 

Tronver la trois angles. 

Les foimulet oppltcahlps à ce eus sont ; 




Avant d'y appliquer les logarithmes, Il font se procurer les va- 
lears nnmëriqoes des&cleara S, (S— a). (S— d},(S— tf). 
Additionnant donc les trois cMés donnés, on aura 
a+A+c=3S=8S>S,3; 
doac S=43efl,e, 
S—a= 850,4, 
S — 

S — C — (22-1,2. 

Hasiemblant dono les logarithmes de ces quatre faclenrs et les 
compléments des logarllbmes des focteurs a, b, e, qoi entrent dans 
IcB trois dÉnoralDiteors on tronve dans les tables : 



lûg. 5^3,6300819 
log. S~a=^2, !)2UGa33 
lag.S — A = 3,III3B25 
log.S— 0 = S,S3T19fi4 

e'lgg.a=S, 4084567 
c'kig. &=s,6mT.i4 

c* log. 0 = 6, 6600994 
log. S = S, 610081 9 

log. s— a =9, gageais 

c' log.6=6, 5266714 
c' loE. c = 6, 6690994 



19,7553700 
= 9,8776880 ; 



ig.aiegoas 
lag.coi.^= a,8iS46oa; ^=a9' 47' ao". 

Caliul de ^ 

log. S =:t,G30a8IO 
lOg.S — 6=8,9371954 
c' lag.a=: 6, 4604567 
c'log.6 = 6,5a6&714 
10,g60SI>54 
log. l!01.j=9, 9781637; j=19' U' SO". 



APmcATiONs nUHtiiiQDis. 



Vérification. 

■ ~ lU" 11' 50" 

y^±i = .0- »■..-. 

Les moitiés calculées étant reconnnei exactes, on a doao 
A ' = 89" 01' 40" J 
B — fift" 84" JO" ; 
C ~ 88° as' 40". 

Il* CAS. 

Étant donnés 

A = 83° 01' 40" Ic'est-i-dire, deDxc6- 

b = iB74,e ItésaranglecoiDpils, 

0 = ai4>, 4 Irtnmdra le triangle. 
Ponrcalcolera, les (brmutea sont : 

m= -'-jf — V *c ; «= V^(6+iî-»-«) (A + c — w). 



log. 9= 0,80tOSOO iog.fi = 3,4;3428fi 

log.coa. y= B,8TT6880 li)g.i; = 3, 3309006 



l0g.«+log.« =36,8048393 
, — = 8, 409 1 646. 



m = 3800,68,' 



DDHÉRieOlB. 

Caleut de a. 



6 + 6=6111,00 1og.(6+C-+m) = 3,0506867 

in=S8a9,G3 lOg.Cfi+C— m) = 8,1163986 

i+0+m = 89a8,63 7,0670861 

6H.C-M=1Ï0T,S7 ||jg.(.=S,6BM480 



Caleut des angle* B et C. 

Les fomales à ntlliger sont les snivantei : 
B+CssIBO"— Aî 



i+eib—V.img. 



Caleuldt —5 — 
180°— 81° 01' 40" 



b+e = &in,oo b^c= sss.so 
log. {b~c)= 2,oaoas7T 
iog.tang. ^^^^ = io,oeo6ï48 
log c) = a, 8909846 
19,9718866 
Aretnncbarpoarc' 10 

iOg. 0,3718186; 
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360 ilPPLICjlTIDKS NUHÉBIQUKI. 

L'addltton de> tndt angles ne unrtil dons ce cas fournir uoe 
vérffiettlini, poUqne la somme ^y^ t calculée fDdépendainnieDt 
des logarilhmes, est certainement exacte, et par suite 

en certainement égal à 00°. Cependant —y— p4^t Être en er- 
reur, et par suite cbacun des angles B et C éire individuellement 
inexact. 

Il faudrait donc, pour vérifier réellement, regarder les deux an- 
gles et Eecûté fDiculé comme données, el alors résoudre le triangle 

llf CAS. 

données: 11 = £9° W 40' | c'est- â-(jlre, étant 

C =: SB" sa' 40'' I domiés.deax angles 
u = 34IG, 30 ) et ie cAté a^jacoDt 
Les formnles à utiliser sont : 

A4-B-|-C= 180°; 
sin.A.: riD.B:: a:b; 
iln.A.:BlD.C::a:e. 

CcUattdeA. 
A= IBO°— {8+0=81" 01' 40". 
Cakul A) b. 

log.a=S,fiS)643I 
log.iln.B = 9, &85E67I 
c'IOg. tàO. A = 0,0043177 

somme — lo = 4Tt498i ; b = 3074,0. 
Oo calculerait o de la même manière. 



367 



11' CAS. 

Etant donnëa C = 38° 33' 40" i c^u^dim un ugt, 

a = 341C,30 } DDdMoWitidiicciilii 

e = 21*3,40 ) «tleMia^. 

Pafxpie a cat ploi grand qm e, l'angle A est -pt« grand qne 
eelni C; ce 40! pourra fitre, tait un admettant A obtus, »it en 
admettant aigu plus grand qne C. C'est donc au cas de double 
solution. 

La première formule ù employer est 

lo^.a — 3,5335433 
log. si". (:= 3,7931418 
«' log. e— 6,C6Donfl4 
»omme = ia,nnsig4Jî 
somme — 10 — u,9957845 = loe-sin-A ; 
A = 83° 01' 40" I et ixs solutions ont une légère er- 
OD A = 97° âs' 30" ) reur provenant de ce qu'on n'a cbI- 
coté qu'A ia seconde les angles du triangle dans le premier cas de 
résolntion. On aurait dA poniserjMqa'anx dixièmes. 

On tranTKa chacnn d«> deiix angles B des deux triangles de 
solution par la formule 

A-t-B+C=l80". 
On trouTera enfin le troisième cdté de chacun des deux bianglrs 
parlafbrmoie rin.C : sia.B ::e:b. 

Si on donnait à résoudre an triangle ayant pour cdtés donnés 
a=0,l83 

6 = 0,31 

I7 = 0,S954, 

on éviterait les logarithmes négatifs, ea tiommencant par ren- 
dre la oombre des chiffres décimanx le même dans les valeurs 
des trois cdiési et alors les multipliant par lOOOO, on aurait 

a' = 18S0, 6' = 3I00, if = 2»64, 

triangle semblable à celui proposé, puisque ses cités sont propor- 
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tfonnels à ceux do premier; il a, par suite, les mimes angles. Od 
est âme rentré daua le premier calcul. Tous les résultats prÉeédents 
ne sont obtrane qa'A moins d'une seconde, 

EXEHn^ DE BlSOLOTlDN DE TBUIICLES SPBBRK^ES. 

â(aiitd«in£i a = n'iS^zV \ t^eiMhdlre lestrob 

b — 81° 96* 30" I cAtéi, calcaler les 

e = e4"18'fii>" ] trois mglei. 

On empMere pour cet «eeee la formule 

Pràparaliov. 
a= TS" SB' su' s— n 

6= 37" £6' 50" S — 6 

c = 04° ir' so" s — e 

18 = 174° 43' 40" 

S= 87° ai'so" 

log.rin. S =9.9»6403 
Bln. (S— a)= 9,4098408 
ain. (S— 6) =0,8805(98 
Tog. Bin. (&— c)=0,fiS97608 
cMog. du. 0=0,0308403 
l0g.Stll.&=0,Sll3516 
cMog. SlO.C = 0,04618T4 

Calcul de l'aigle A. 

lOg. siD. S =0,9095403 
l0g.lin.(S— a)=9,400S40B 
c< log. 8ln. A =o,3li3Ste 
(f log. ain. e =0,0461874 
aunnie = 19,6658300 

loe.ei».j =9,8830100; ; = "•<WM^( A = wiisf. 



= 14° S3' ao" 
— 49" as' 30" 

= as" 08' 00" 
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log. S)n. s = 9,9995403 

lDg.BlD.(S— &)= 9,B80SG98 

log. siD. a= 0,0306403 

cMog. sln. e= o,04g18T4 



e =19,9459373 



lDg.4!W.^= 9,9T30686; | »i M*00- W; B=U> 00' 51*. 



log. Bin. s = 9,9005403 
log. sin. [S— c) = 9,5937608 
c' log.. sln. a = 0,0306403 
c' log. siD. b = 0,3113510 
somme =10,8341019 

C c 

log. COS. — = 9,9131009; - = SS- 14' 13', *; C 70* SS' SB", 8. 

La somme den trois angles ne doaoe pas de vériflcatloD, parce 
que dam un triaiigle sphériquo cette somme n'est pas constante, 
mais seulement comprise entre les denx limites iSo" et 540°. 

Ponr vérifier lecaleal précédent, Il font reconmoDcer ih réso- 
Intion d'an triangle sphérique, en lui attribuant un angle B, par 
exen^te, ^al à celnl trouTé pai le calcul précédent, et pour 
cdtés, les deox donnés. On devra trouver, pour troisième côté, 
celui d^bconna. 

Vér^eatim. 

Étant donnés B = «" otf 5s" 1 (wn^iont 
a — 73" 38' 60" [ ' " " 

e = M" 18' 50" ) 



On a, ponr résoudre la question , les ronnules : 
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Calcul de l'auxiliaire f. 
Les deux élémenls c et B étant aigus, les deux faclears du se- 
cond membre de la formule lang. ç=lang. c ^ ont le même 
signe, et, par suite, tang. <f est posltir; f est doue aigu. 

lng.taDg.C =10,3178839 
log. COS. B = 0,8841514 

■omme =30,S030S4S 
log. B à rebaDcber — 10 

log. tang- f =10,3030841; 7 = 57° SS'1S",1. 

Calcul de b. 

Priparotion. 

a = 7a° ÏÏ8' 30" 
1(1 — 57° 62' lb",l 
a — ç= 14° ïC I4",9, 

Dans la formule cos. b = cm. (q — b) lesarcsco — <*, 

CO8.9 ' ~ 

ip,élaDt aigus, leurs coeinus sont positifs. cos.A est donc positif, èt, 
par suite, b estai^u. 

log, COS.f — 9,63(111396 

log. COS. (n— i; = !),as,-.73r,7 

c' \0%. COS. i ^ I!,27.(Ï2JG 
somme = l9,S9e8030. 

k ratranefaer pour comp' — 1 0 

log.eos.d= 9,8968039 

b = ST° 50' SO". 1. 
Ixs deux formules employées dans Jea deox cas .pi^eUbitt 
étant les seufes que le navigateur utilise haUlnellement, noua bor- 
nerons là ics exemples numériques, qui seront complétés dans le 
quatrième volnoie devant renfermer les types de tons les oalcnls 
nauttqnes- 

rui m. DEUuij»! tolïie. 



00 00 AV 



TABLE DES MATIÈRES. 



liRnM proporllopiigUM et Pua m «embltbleg 

Umin- ilM BirrarM 

Gfemélri» plai» 

dèamilne àa anglt» «olirfK 

néamtlrie dm llgur« iphétigiiH 

ttn viiliimpfl tl ilp leurg mesures - ■ . . . 

Appf mlite — 

Tfignnoniettie 

ApplinUmM nnnrfriauB 



